Cours de physique : éléments de thermodynamique statistique
(Premiere Partie)

| 2me année | | MP-T |

Proposé par prof. Neil JOMAA

~ But : La thermodynamique statique permet de prévoir les propriétés macroscopiques dun matériau
cn sc basant sur scs propriétés microscopiques. :

I/ Concepts fondamentaux

I-1) Mondes microscopique et macroscopique
I-1-a) Exemple :

~ Soit un verre d’eau de volume V = 20mL = 20cm?, ce verre contient N molécules HaO :

Vv
N=nN,=—0" N, = LN
ST Mpo” Y Mpo” °

ol 7 est le nombre de moles dans le volume V" de I'eau et 771 est sa masse.
La masse volumique de I'eau est p = 1Kg/L = 1000K g/m? :
La masse molaire de I'eau est Mpy,0 = 18.107%Kg/mol , Ny = 6, 023.10%mol 1

AN: N =6,6.10 molécules!!

7

v/ Le volume réservé pour une seule molécule est V* = % =3.107%m 3

I-1-b) Longueurs caractéristiques du monde microscopique
- On suppoese quo lo volume V cst divisé en dos mailles cubique d’arréte a.
a représente alors la distance moyenne entre les molécules.

Pour estimer @ rappelons que V*=a® = a= (V")l/ 3~ 3A

..... fa
‘ (phase condensée (liquide'eu solide))

1
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=> taille de la molécule ~ a

A T'état vapeur, les molécules sont plus espacées.

--------------

——m .-

QIO

: vapeur
Leamemaslocacan Adeasunan
pYV =nRT — L volume molaire : Vy = —

Vim
Na ™
= @ = 10 fois la taille de la molécule.
v Le mouvement microscopique des molécules est appelé agitation thermique.

v’ Chaque molécule subit dans son mouvement microscopique des chocs avec les autres molécules
—* sa trajectoire est aléatoire et composée de plusieurs segments comme le montre la figure

suivante :
A

W — Mouvement
brownien

La longueur moyenne des segments est appelée le parcourt libre moyen (noté ) et donnée par

- /a\2 [ | S LI T Ve ooy P s rrry1/3
) \E} ou W — Lallit ue 1g [nolecule ey U — \V ) .

i=

~ pour la phase condensée (liquide ou solide) : [ = a car @ ~ d

- pour la phase condensée vapeur : I = 100a car ¢ ~ 10d

I-1-c) Les trois échelles de la matigre

Echelle microscopique << Echelle mésoscopique < Echelle macroscopique

V* =3.10"2m3 dV ~ 1u.m? V' = volume du verre d’eau
N =1moéemle | dN = 10 molécute V = 20cm3
N = 1023 molécule
d,a,l T:ps d‘/-.! dU: dS T,P, Va U’S |

ot T est la température, p est la pression, U est 'énergie interne et S’ est Pentropie,

I-2) Systéme thermodynamique

un systeme thermodynamique est un échantillon d'un matériau 3 |’

- échelle mésoscopique ou
macroscopigue.

— donc il contient un nombre assez grand de molécules,
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I-3) Macro et Micro état
1-3-a) Macro-état

v A échelle macroscopique la matiére apparait continue.

/7 TT o m Rt
v vil liacl'G-Ciav C3

LA L N
v

v On associe & un macro-état, les fonctions d’état :
Iénergie interne U, 1'enthalpie H, 'énergie libre F', 'enthalpie libre G et Pénergie totale E.

T.9. %\ 42 A4
A=O=G) ava cu

A L’échelle microspopigue, la matiére est discontinue.
v" Un micro- état est caractérisé par :
— La position et la vitesse de chaque particule si elle est considéré classique.

- La lonction d’onde de chaque particule si elle est considéré quantique.

I-4) Equilibre thermodynamique

— Un systéme thermodynamique est en équilibre thermodynamique &’il est dans un macro-états
invariant su cours de temps.

Un état d’équilibre thermodynamique correspond & un trés grand nombre de micro-états différents
mais compatibles avec les parametres d’état.

Remarque : Considérons un systéme thermodynamique de /N molécules, supposons que chaque

iiviécule peut avoir 2 Licio-états, alois le systéme pidseute 2V iicro-ctats pussibies.
I-5) Probabilité d’un micro-état

Soit & un micro état.

La probabilité #, de ce micro-état représente la probabilité de trouver le systéme dans le
micro-état & & un instant quelconque. En d’autres termes :

durée passée dans cet état ¢

une grande durée par rapport a ’échelle microscopique
v Condition de normalisation : ), Pp =1

v Parmi les buts principaux de la thermodynamique statistque est de déterminer P, et de
P’exploiter pour expliquer certains phénoménes.

i-6) Vaieur moyenne ei fiuciuation (Variance)

Soit A une grandeur physique associée au systéme thermodynamique.
— Soit Agy la valeur de A dans le micro-état (a) :

v Lo waleur moyennede Aest < A >= Z P A

(24
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urée par la variance de A (on dit auss;

v’ La fluctuation de A par rapport & sa < A > est mes 5y >)2 Ss=< A% > — < 432

I’écart quadratique moyen), définie par : var(A) =< (A‘
— On définit sussi P'écart type : 0(A) = 4/var(4)

Remarque :
Parfois I’écart type est noté AA (& ne pas confondre avec le Laplacien ou la variation de A)

I1/ Facteur de Boltzmann :

I1-1) Etude de I’atmosphére isotherme

II-1-a) Hypothéses

Le modéle de 'atmospheére isotherme repose sur les hypothéses suivantes :

— L’air est assimilé & un gaz parfait.

— Les champs de 'accélération de pesanteur ? et de la température T sont supposés uniformes.

— On néglige Iinfluence des vents et de la courbure de la Terre (1'épaisseur de I'atmosphére est de
quelque dizaines de Km < rayon : Ry

1I-1-b) Loi de I’hydrostatique

Considérons un cylindre de hauteur h rempli d’un gaz parfait et soumis au champ de 1’accélération

de pesanteur ‘5)

Le gaz subit simultanément I’action de pesanteur et l'action de I’agitation thermique => La pression
P et la masse volumique p sont fonctions de la coordonnée z.

=> Le systéme n'est pas en équilibre thermodynamique, mais au niveau de 1a tranche (échelle
mésoscopique), on peut considérer que le gaz est en équilibre thermodynamique local.

v" On peut alors écrire la loi de gaz parfait pour la tranche : p. dV = dn R.T

Sdz
d dv
MRT uERT
= p(2) =M =M
av av
4 |
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RT
= p(z) = _A/.T”'(z)
— L’équilibre mécanique de la tranche s’écrit
— =
Y F=10
= —p(z + dz2).5.% +p(z).SzT§ - @_,gﬁf =0

udV = p.S.dz
= dp = —ug.dz

Coxp}ildérons deux po;nts Aet B du gaz de hauteurs différentes.
dp = —ug/ dz =\ pa=pg+ pgh c'est laloi delhvdrosta.thue
z

......

B _ NI
TT 4+ .\ YA % ar 1.1 . BRI | . 9 . c..?
ll-l-l..) LYULULIULL Ue 1a pl'ebbluu SL Uue 1d llldasde vunululQUé
. p(z +dz) — p(z)

On obtient alors P +pg=20

dz H

T

ou H = —

— solution: n(z) =n(z=10)e z/H
N e’
Do
M
et p(z) = poe™H od  pug =P
RT )
AN: Hy = Mmg ) M, = 289 mol

Pour T = 273K — Hur ~ 8km

donc aprés o~ 5H,;, = 40km, la pression et i sont négligeable.

R,
Remarque : Hyim = i L est appelée hauteur d'échelle
m-

—

II-1-d) Interprétation probabiliste des résultats

Soit d*(z) la probabilité de trouver une molécule ou voisinage de I'abscisse 2 (c-3-d € [z, 2 + dz])
dN(z)
N

ot dN(z) : représente le nombre de molécules dans la tranche [,z +dz] ;
total des molécules.

dP(z) =

N : . nombre
“f 03 3
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h NauaS h
o N= [ dN) =245 [7-=Ag,
1] .t"l JU
NapoS
> [N =202 H [1- W]
M
Dy ~z/H g,
= adr\z) = .
%) 1—eWH H
or £ z2.M.g9 etona:|R=MNykp|; kp : constante de Boltzmann‘
H RT . '
/ A,'I) ’
. z k——— g
z N A M *
= — = —-Lf —= : d'une seule molécule.
f% kg T or Na TN . Inasse
z _m'g.z
H kpT
Epp = rri,"‘ g.z.: Ene_rgi(f pot-entiel.le de P&an'teur d’une mole'cule. b oo I o Ve - %4
/.kB.T : Energie d’agitation thermique disponible par molécule. : ~*¢* ¥
Ph i Conclusion : j‘g; 77 Al .-=,=\,“~'-’
Epp / Sissk7
—ﬁ ( t dz \ P W [
dP(z) = clee "B- cle = Ls puke s wlass
(2) H(l—e—h/H)) f

Epp

—————

dP(z) est appelée le "poids de Boltzmann” et e kBT o appelé le facteur de Boltzmann.

II-1-e) Densité particulaire et influence de la température

— soit n*(z) - densité volumique particulaire au voisinage de (z)

| -mrg.z
n*(z) = dN(2) - NAP’Oe-—kF — NA/.LQB—Z/H
dvV M M
Soit T la température telle que : H = h.
T M.g.h m*.g.h
T,fgg =h = To= jg i j ; et on rappelle que la température en général

erit T = M.g.H

s'écri =R

1Tes:siT > Ty & HP L& kT 3wyl

©® 2020 Expert-Prepa. All Rights Reserved. (Prof. Nell JOMAA) powerod By

Scanned with CamScanner



= Z<h_<<.H = %((1 = e"-/ﬁf_\,l

() A Naro — » : .
= N (z) ="M - cte = répartition presque uniforme des molécules dans le cylindre.

Ceci est prévisible car I'agitation thermique (ikp.T") I'emporte sur £pp = m*g./u ct dans ce cas
toutes les abscisses présentent pratiquement la méme probabilité de présence.

Ly mottades savt vrpartes B
WY vowm

2 cas:siT KTy © HKh & kg T K m*g.z

-~

n*(z) =
NapoS h
AHKO o
=" Hl-eH
N oy H-—e )
—m*n »
m*g.z b 1
N ¢ k8T '
* —_—
= n(z) = SH1—eHWH
~h
h —
H<h = —ﬁ>>1 = 1—-eH ~1
m*g.z e
= |n*(2) = nNrr'e' kp.T n'(z =0) = 5+
\ .44 .14

v dans ce cas : Epp 'emporte sur I'agitation thermique.
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— Les molécules sont entassées dans le fond du cylindre (au voisinage de 2 = U).

v Tabscisse 2 = 0 présente la plus grande probabilité de présence.

I1-1-f) L’énergie potentielle moyenne

h mtg h =2
<m*g.z >=/ m*gz.dP(z) = 5 f zeH dz
0 — Jo
Hl-eH)
Pour simpiifier on {fait ie caleul pour it 33> f7
c-a-d h =& 400
-z P z
+oo —-— 00 -
[ 2 s = o(-m)e H - [(-m) Haz
' m*g. H
=0 - H2(_1) . H2 =< m*g°z >= m o~ m*gH

II-2) Poids de Boltzmann pour une particule indépendante & 1’équilibre
thermodynamique avec un thermostat

I1-2-a) Hypothéses

— considérons un systeme thermodynamique en équilibre avec un thermostat.
— T = cie (wsotherme)
— Les particules sont indépendantes

= Chaque particule (échelle microscopique) est étudiée & priori avec la mécanique quantique, son
énergie est alors quantifiée et prend des valeurs distinctes Eir<BEy<.. < E;

| 1I-2-b) Loi de Boltzmann

r
' Ia probabilité pour que la particule soit dans un état quantique d’énergie F; est A ‘T()
4

—

\_;.Jmportionnelle au facteur de Boltzmann : e kgT

Remarque : Si le niveau d’énergie £; est non dégénéré, c-a-d correspond & un seul état quantique

—

(]

alors la probabilité est proportionnelle a ekBT e 9. A

—~E;
— Mais si le niveau E; est dégénérée alors la. probabilité est proportionnelle ay produit g;. ekB'T

ol g; : le nombre des états quantiques associées au méme nivean d’énergie E; appelé degré de
dégénérescence.

He - @

oo g A
8 El Bala ‘P?,,g.;u..s vele Iﬂ-flu (5,' : b)‘“ﬁ“‘;’ !/

|
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I1I/ Systéme & spectre d’énergie discret :

I1I-1)Probabilité d’occupation d*un état quantique donnée par une
particule

- L’,‘onsidérons un systémg thermodynamique constitué par des particules supposées quantiques et
;;ﬂlcigpfg_ti_g_nﬁ ayant des niveaux d'énergie non dégénérées et M—S' _

-

Le systéme est en équilibre avec un thermostat de température : 7.

— Selon la loi de Boltzmann :

~E;
P(E,,) = A.CkB'T
A’l
Condition de normalisation — y P( Ez-) =1
i=1

T —-E;
L o Sn T
= A=—-olz= Z e™B-4 : fonction de partition.

\

!

N

=l
—E;
et P(E;) = %ekB-T

donc le nombre moyen < N:# > de particules occupant 'état quantique d’énergie F; est
< N; >= NP(E;) avec N : nombre totale de particules.

—Ei
= < N; >= %JekBT

< N; >: est dite population de niveau &;

. Remarque : En général, < NN; > est un nombre trés grand donc son écart type
o(N;) €< N; > = N; =< Nj; > avec une bonne précision.

v Le rapport des populations associées & 2 niveaux E; et E; et

_LEJ - Ez) . —ta S %)5_4
< NJ > —_ p(EJ) =e kBT __{.ngoeoao ~E,\
< Ni > p(Ez') T

Soit A = |E; — Ej| : écart énergétique.

- Sikg.T < A = < N; >L< N; > E; < Ej.

- Sikg.T ~ A alors < Nj > et < N; > sont de méme ordre de grandeur.
- SikpT>» A = < N; >=< Nj >,
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I11-2) Energie Moyenne
I11-2-a) Energie d’une seule particule
_E;
1 3. m
< Eputicle >= ) EjP(E;) =~ E;ehB4
particu Z iP(E;) z; i

Remarque :

< Efusticwe > est la méme pour toutes les particules mais & un instant donnée,

Eaiticule #< Eoaiticule >

Y 2
v var(Eparticule) =< Epa.rticule > =< Eparticule >2

\._._./
[+

=Y, E P(E) - ( Y EiP(E))

v Eca.rt tvpe : a‘(particule) = \/ var( partmule)

ﬁ._ - .

Iii-2-b) Energie interue de tout le systéime

— L’énergie est urie grandeur extensive.

N
Esyst = Z Epa.rliculc,n _=> < Esyst >= Z < Eparticule,n >
n=1 n=1

< Esyst = N < Epu—t.icule > car < Epmicu.le,n >=< Epaniculc > ) Vn

— Les particules sont indépendantes donc leurs énergies sont des variables aléatoires indépendantes.

: var(E‘;’Ft) = ]\r'va'T(E‘p:r'imr!f')
= |0(Euyst) = VN.o (Epa.rticule) ®

. . olx
v’ par définition : Pécart type relatif d’'une variable sléatoire T est Op = ( )

: <z>
@ U(Esyst) _ 1 ) U(Epa.rticule)

=N = :
< Egst > N <FE particule =
= La fluctuation de 'énergie relative du systéme “\, lorsque la taille du systéme 2N ).

Par exemple pour une mole de systeme N ~ 1043,

(Esysteme) ~ 10-11 o (Epartxcule)
<E gystéme - <E particule =

—» La fluctuation de Pénergie de systdme est négligeable 3 1’échelle macroscopique,

!
o

+
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II1-3) Systéme & 2 niveaux d’énergie :
I11-3-a) Probabilités et populations moyennes des deux états

On va poursuivre le calcul, seulement pour 2 niveaux énergétiques non dégénérées.
~€, « )

l uI=-ECtE2=+E#&E=EZ_31=2€
€ . =
P(El) = zekﬁ et P(Ez) _ —ekBT
Z
£ =g
) k T k T 4 6 \ . / J_ \
ol z = eNB+ 4 elB =26h(m)=20h(ﬁ)

k o
o T = —:;.T : dite température adimensionnée | saws. 4vee<en)

« _ |kB.T| énergie d’agitation
[T]= = 2 . . E,‘-—Z( El—-'*a.
[E] énergie quantique a2
S Jintyeme D,
= P(E1) > P(E,) ki
= L’état le moins énergétique est le nlns ocenné V7™,
4 proba

05} -ssmnsmnmenerananansssen e e o

Anls
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