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Equations de Maxwell
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1 Conservation de la charge électrique

1.1 Densité de charge et vecteur densité volumique de courant
» la densité de charge volumique en un point M d'un milieu est donnée par

aq
dt

» la densité de charge pour un conducteur s’écrit sous la forme

p(M) =

P=Pm+pPf
* P : densité des charges mobiles

* py:densité des charges fixes

» siles charges mobiles d’'un milieu se caractérisent par une vitesse v et une densité
—_—
pm,le vectur densité de courant volumique j associé a ce mouvement est :

T (M) = pp(M). T (M)

1.2 Conservation de la charge éléctrique

» Principe de conservation de la charge
eEnoncé : La charge totale d'un systéme fermé se conserve au cours du temps.

» Forme intégrale de la conservation de charge
Considérons un systeme contenu dans

le volume V de I'espace,fixe dans un ré-
férentiel d’étude

 lacharge deV al'instant ¢

Q(1) =ffvp(M, Ndt

e lavariation de la charge de V par
unité de temps

dQ fff opM, 1)
s d
r \Y4 ot
dqQ .
» la conservation de la charge : ik —I ouIle courant sortant du volume V
» Q= fffp(M t)dTetI—# j.dasmn
0p(M, 1)
— M, t)dt = d
i [l oroae= [ 25
opM, t -
fff p( La ——# j.dsT
p)

. Conclusmn :’équation intégrale traduisant la conservation de charge d’'un volume V
fixe dans un référentiel fixe (%) est donnée par

opM, 1) - -
fffv 3 dt = fé].dSn
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» Forme locale de la conservation de charge

. Green-Ostrogradski:ﬁ 7.dsT :ff div ] dt
s %

. fff (ap(M’ D aivTo t))dT =0
V4 ot

%) —
a—‘t’+diuj:o

2 Equations de Maxwell

2.1 Equation de Maxwell-Ampeére

5} —
I’équation de la conservation de la charge : G_F; +divj =0

—_s—

e I'équation rotB =g j = div(rotB) = Wodiv j =0=div j = 0,cette équation
est incompatible avec I'équation de la conservation de charge en régime variable

e pour surmonter ce probleme il est nécessaire d’introduire un terme supplémen-
—_
taire au second membre,appelé courant de déplacement noté j p

o I’équation de Maxwell-Ampere s’écrit
rotB =yo(j + jp)
« cette forme est compatible avec la conservation de la charge électrique si

- e —_— — a
modiv(j + jD)=div(r0tB):030itdiij:a—2

= op ) OE
e divE=—>—=d —
iv - = 3¢ w(ao Gt)

I’équation de Maxwell-Ampere

70t B T+ OF
rotB = S
Mol J 0 a1

2.2 Equations de Maxwell en régime variable

» Enprésence de charges,le champ électromagnétique satisfait aux quatres équations
de Maxwell
e équation de Maxwell-Faraday (M-F) :
0B
or
e équation de Maxwell-flux (Maxwell-Thomson)(M-®) :

rotE =—

divB =0
e équation de Maxwell-Gauss (M-G) :
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divﬁ):B
€0

rotB =pyo| j +€o

» Equations de Maxwell dans le vide : p = 7 -0

o Maxwell-Gauss :

divﬁzo
o Maxwell-flux:
div]_S) 0
o Maxwell -Faraday :
. OB
rotE = ——
ot
e Maxwell-Ampere :
7ot B = uge OF
= Ho€o Bt

» Forme intégrale des équations de Maxwell

. dlvE _—c)fffdszdT ff —dt o E.Eg:qint
Vv €9 €0

la forme intégrale de I'équation de Maxwell- Gauss est le théoreme de Gauss

Ea-s’ _ dint
s €0

« divB=0o fff divB.dt=0< # B.dS =0 donc I’équation de Maxwell-
)

flux traduit la conservation du flux magnétique
la forme intégrale de I'équation de Maxwell-flux

B.dS=0

e — 3B — - — d
¢ 70lE = —— @f rotE.dS = ff —dS < ¢ E.dl = _4e donc I'équa-
s Of C dt
tion de Maxwell -Faraday traduit le phénomene d’induction
I’équation intégrale de Maxwell-Faraday est

— = do
E.dl:——
dt

—

e rotB = po(] +80—) = rotB dS = ff Mol j +£0¥) dS,doncl’équa-
S

tion de Maxwell-Ampere tradult le théoreme d’Ampere généralisé

- 3F —
c B.dl = poleniace + HOEOff —dS
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2.3 Equations de Maxwell dans un régime permanent

Maxwell-Gauss :

divE =X
€0
o Maxwell-flux:
divB =0
o Maxwell -Faraday :
rotE =0

Maxwell-Ampere :
rotB = H07
3 Potentiels vecteur et scalaire

3.1 Définitions

e divB =0:B estun champ rotationnel,il dérive d'un potentiel vecteur A

B =roiA
—— 3B _ 0drotA —[dA) — (= 0A
e rotE =——=-— =—rot|—|erot|E+—|=0
ot ot ot

- 0A
donc le champ E + 3 dérive d'un potentiel scalaire V

—~  JA
E=-——gradV
at gra

3.2 Choixdelajauge

A est définit a un gradient pres. Le potentiel V dépend du choix fait pour A

si on prend A=A+ grady,alors V' est telle que
— 0A' — 0A d d —
E + il E + 3 +grada—q; = —gradV+grada—qtj =—gradV'

— — a
A'=A+gradvy etV':V—a—qtj

en régime permanent le potentiel A est choisi en respectant la jauge de Coulomb

divK:O

en régime variable le potentiel A est choisi en respectant la jauge de Lorentz

divK+ € 6V_0
Ho OGt =
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3.3 Equations des potentiels
e divE = L
€0
- 0A
e« E=-gradv-—
gra Y
— . dA d . — p
e div|—gradV——|=-AV—-—divA =—
zv( gra at) 3,40 -
oV 1
e lajauge de Lorentz : d ivA = ~HoEo - AVeC Ho€o = — ouc représente la vitesse
de la lumiere dans le vide
1 0%V o
AV— ——=——
c? 0t? €0
rotB T4 OF
e rotB = €0—
Mo J t€o Y
« B=r0iA
iy d oA
. rot(rotA) =grad (divA) AA = Mo ] + poeoa—( gradV—E
AA —grad (d A+ aV) A Fi
. ra iv € =—
4 Ho€o 3 Ho€o =7 372 Mo J
. . = \Y
e jaugede Lorentz: div A + HOSOE =0
- 1 GZK _ —
Cz atz - UO ]
3.4 Potentiels retardés
La solution générale des équations des poten-
tiels
e I’équation relative a V
e
Pt——
VM, 1) = fff dt
471€)
e ’équation relative a A o
)
AM, 1) =12 f f f dr 7

ces solutins sont appelées potentlels retardés,car elles correspondent aux expres-

sions trouvées en régime permanent,mais en faisant intervenir les sources a I'ins-

PM PM
tant antérieur f — —,0u — représente le temps nécessaire a la propagation de
c

c
I'information dans le vide de P a M. La valeur du champ en un point M ne fait inter-

PM
venir que I'état de la source en P a I'instant t — —
c
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» 1’évolution du potentiel est en retard par rapport a celle des sources,ce retard est la

durée de propagation du signal 1, = —
c

4 Approximation des régimes quasi-permanents (ARQP)otu
quasi-stationnaires (ARQS)

4.1 Aproximation des régimes quasi-permanents (ARQP)

e ARQP : Dans le cadre de ’ARQP,on considere que I’évolution de la source est suffisamment
lente,c’est-a-dire la durée T caractéristique de cette évolution est trés grande devant la durée
de propagation 1, du signal.

Tp<<T

PM
> T, =— <<TsoitPM << cT = [,ou1 l représente la distance parcourue par le signal

c
pendant la durée caractéristique de variation des sources

. : . : 2n
» pour un signal sinusoidal,de pulsation w = T = 27V on a

c
PM<<—=A
Y

A :lalongueur d’onde du signal dans le vide
» Exemples

 un circuit électrique de dimensions inférieures a 1m (r < 1m) (le cas usuel
dans les laboratoires),est alimenté par un générateur délivrant un signal de
frégence v. LARQP est valable si A >> 1m < v << 300MHz

e dans le cas courant industriel,de fréquence v = 50Hz,I’ARQP est valables
pour des circuits de dimensions importantes

r<<AavecA= % =6000km

» Dans le cadre de 'ARQP les potentiels prennent les mémes valeurs qu’en régime

permanent
L.
471€

AM, 1) = ff i (P D4

4.2 Equations de Maxwell dans le cadre de TARQP

VM, 1) =

» Dans le cadre de ’ARQPle courant de déplacement est négligeable devant le cou-
rant de conduction

11l YE YE T
- 4w OE E ¢
7ol O o E e

03¢ Ot

e Pour un conducteur :
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1

1711 610°T

MP2

~6,8.10'%T

e pour le cuivre: y = 6.10'Q"1.m™! on trouve —

| jpll

~ 8,85.10712

doncle courant de déplacement est négligeable devant le courant de conduc-

tion
» les équations de Maxwell dans le cadre de '’ARQP
o Maxwell-Gauss :

divE = L
€0
o Maxwell-Faraday
o =28
Y
o Maxwell-flux
divB =0

o Maxwell-Ampere

rotB = M07

5 Relations de passage en régime variable

Considérons une surface chargée avec une densité surfacique o et parcourue par un cou-
—_—

rant surfacique j g

» Discontinuité de champ électrique a travers une surface chargé avec une densité o

Considérons un contour (C) rectangulaire
ABCDEF orthogonal a la surface,le contour

d’étendue assez petite pour que le champ E
a travers sa partie supérieure (respectivement
inférieure) soit uniforme,égal a E+(M) (res-
pectivement E_ M)

—

BC(E.-F ) =0

(EJr — E_) est parallele a la normale 72 a la surface chargée

e divE = B,la formule de Green donne : ¢p E dS = Qine
€0 S €0
J E.dS = o avec S la section du cy-
S 0

lindre

- B E.dS=S.7 (E+ —E_)

_ . 3B E.dl o8
rot E = ——— la formule de Stokes donne :7{ E.di= ff Car
a1 © >

¢ T.di=T.(BC+AB+CD)+ E - (EF+DF+FA) = BC(E. -
©)

—_—

dS

—

E_

)

i
L. |

F E

_4¢
dr

lorsque la hauteur FB du rectangle tend vers 0,le flux de B tens vers 0,donc

------
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« le fluxde E a travers la surface latéralle lorsque la hauteur du cylindre tend vers 0
est nul

— — (0]
E.,—-E_=—T7n
€0

—_ —_
» Discontinuité de B a travers une répartition superficielle de courants j

divB =0
en procédant comme pour E on trouve
(]_3)4. - ]_3)_) T/i =0

donc la composante normale de B est continue

roiB = Ho (7 + 8Oa—E)
ot

I'application de la formule de Stokes sur un petit contour comme précédent

on trouve _
BC(B.-B_|= FdS+ = || —.ds
( * ) ”‘)ffs] +c2ffs dt

lorsque la hauteur du rectangle tend vers 0, f 73_8) tend vers 7 s (7{ A BTZ)

S)
etle fluxde E a travers la surface du contour tens vers 0

B,-B_=wjsAn
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