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CHAPITRE 1

ELECTRONIQUE

1.1 Composition en fréquence d’un signal

1.1.1 Représentation temporelle et fréquentielle

Soit g(t) un signal T—périodique c’est a dire g(t + kT) = ¢g(t) avec :

o f = T la fréquence propre du signal.

ow= ? = 2nf la pulsation propre du signal.
Exemples
- Signal sinusoidal :
- Signal carrée impair :
- Signal carrée pair :
- Signal triangulaire impair :
- Signal triangulaire pair :

L
o
3
$
g
On admet le théoreme de FOURIER : g
~

g(t) = ao + f:(an cosfwt) + by, sin(hwt))

<

&
C’est le développenzz@nt en série de FOURIER (DSF)
O

Avec L

to+T

=1 [ o dt=<g>=on

to
C’est la valeur moyenne du sig\rlaqél g(t).
Ainsi N

2 to+T 2 to+T
a, = T f g(t) cosfwt) dt ; b, = T f g(t) sin(nwt) dt
to to

&
On retient que tout SignéP périodique de fréquence f est la somme des fonctions sinusoi-
dales de fréquence O, f,%f,Bf, .



2TSI/MP(Béni Mellal) 1.1. COMPOSITION EN FREQUENCE D’UN SIGNAL

» On appelle le fondamental le terme correspond a la fréquence f(= n = 1) c’est a
dire le terme a; coswt + b; sinwt

» On appelle les harmoniques d’ordre n les termes correspondent aux fréquences nf
avec n> 1.

Remarque- 1 :
» On peut écrire ¢(t) sous la forme

g(t) = 8+ > AqCOSfiwt + ¢;)
n=1

avec
b
An= AJa2+02 tanson:—a”
En effet :
~ ) . An COSpn = @y
An cosbwt + ¢n) = A, cOSNwt COSp, — A, Sinnwt sing, = { —A,sing, = by,

D’ou le résultat
» La série de FOURIER peut étre écrite en utilisant les nombres complexes

o 1 (lotT _
g(t) = Zgnelnwt avec gn = ?I g(t)e—ant dt

En effet : On rappelle les formules d’EULER :

eix + e—ix ) eix _ e—ix
COSX = T ; SINX = ————

g
g(t) = ap + >, a,cosnwt + b, sinnwt = g(ﬁlz a+ >
n=1

a
B ibh L _@tib S
2 =n 2 &
, 1 to+T .
Par conséquent ¢, = — f g(t)(cosnwt — <#lnnwt) dt Donc
T o &

On pose ¢, =

/&)
1 to+T )
cC,== t)e ™! dt
G=7 | o0
~
ainsi “’
1 to+T ;
C == t)e"t dt
G=7 ] o0
&
Remarquons que Q
C,=C,= |Al=2c|=/ai+Db3
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2TSI/MP(Béni Mellal) 1.1. COMPOSITION EN FREQUENCE D’UN SIGNAL

Il en résulte que

9O =80+ X g™ +e ™ = g)=a+ X e+ ¥ e el
n=1 n=1

= gt)=a,+ Z c.elnt+ 2 c.ent

c’est a dire en posant C, = a, =< ¢(t) > alors le résultat.
» Si le signal ¢g(t) est impair (symétrique par rapport a I’origine ) alors a, = 0 Yn € N
et par conséquent

g(t)impair = g(t) = " bysin(uwt) = »_ by sin(2nft)
n=1 n=1

» Si le signal ¢g(t) est pair (symétrique par rapport a I’axe oy ) alors b, = 0 ¥n € N* et
par conséquent

g(t)pair = ¢(t) = a, + i a, cosfpwt) = a, + i a, cos(zinft)

» Formule de BESSEL -PARSEVAL :
Soit ¢g(t) une fonction T-périodique, developable en série de FOURIER . on admet que :

— 1 T
f2=< f2>= fzsz+ f2(t) dt =

1 1
2 _ 2 2 2\ _ A2 2 _ 2
fn=<f>= 2 Ezl(an b)) = a5 2 E A= E [Cnl

Q
C’est la formule de BESS(E\“L - PARSEVAL

» On rappelle valeur efficace get¢ du signal gff) la racine carrée de la valeur moyenne
du carrée du signal <

to+T
S f g2(t) cit

Donc pour toute fonction perlodlqué/presente deux représentations : temporelle et
spectrale (‘g"

Q
g(t) % Cn
Q
o
N
S
g
oo
K t
i
Y
<
>
&
44/ f
Repregentatlon temporelle Représentation spectrale
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2TSI/MP(Béni Mellal) 1.1. COMPOSITION EN FREQUENCE D’UN SIGNAL

1.1.2 Exemples
1.1.2.1 Signal sinusoidal

Considérons un signal sinusoidal d’amplitude E de fréquence f et de composante
continue E,; Donc ¢(t) = E, + E cos(2rft)

g(t) Cn
E
Eo
t f f
Représentation temporelle Représentation spectrale
1.1.2.2 Signal carré impair
Soit e(t) un signal carré impair (-E, E)
-———- E
|
|
|
|
|
| N
| 4 t
| <
! 3
! <
| £ g
| I R ~
T J
ol
S
e Puisque €(t) impair alors a, =0 VYneN g
. Q
e Calculons les coefficients b, : é"
2 T . o) 2 12 .
by = = [, et sin(wt) d\é’ = by == [ (D) sinft) dt
o 4 T2 _ .
S5 = b, = T Jo E sin(hwt) dt
V] 4E
& = by= —[1-coshwT/2)]
3 T
\V/\'/ Sl bn = %(1 - COS(VT))

~N
1 Sin paff (n=2p)
—_ J— n =
Or cosnr = (—1) { -1 Si n(iﬁnpair (n=2p+1)
&

4E
n(2p+1)
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bn(carré impair) =




2TSI/MP(Béni Mellal) 1.1. COMPOSITION EN FREQUENCE D’UN SIGNAL

Par conséquent :

sin(2p + 1)wt
= 4E Z 2p+ D)n

Representation spectrale :

p 0 1 2 3 4
n 1 3 5 7 9
% 1,273 | 0,424 | 0,255 | 0,182 | 0,141
An
f
L
. L. o
1.1.2.3 Signal carré pair >
~
Conclusion: %
~N
La parité du signal ne modifie pas 1ei§pectre de fréquence
J
g
1.1.2.4 Signal triangulaire pair de p§1tes symétriques
e(t) &
9]
E &
Q
&
5/
g T t
~
J
~N
s
1 4 & cos[(2p+ 1)wt]
t)=E(z-—=
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1.1. COMPOSITION EN FREQUENCE D’'UN SIGNAL

1.1.2.5 Signal dent de scie

&(t)

+00

1 1 sin(nwt)
«O=EG-7 20 )

1.1.2.6 Signal sinusoidal pair redressé monoalternance

&(t)

"+ cos(wt)

1 1 2. (-1
et) = E(; + 5 cost) + Z; 1

)
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2TSI/MP(Béni Mellal) 1.1. COMPOSITION EN FREQUENCE D’UN SIGNAL

1.1.2.7 Signal sinusoidal pair redressé doublealternance
&(t)
E

2 o (—1)" cos(wt)
&(t) = E(;_%Z; 4n2—1w )

1.1.2.8 Signal rectangulaire pair de rapport cyclique o quelconque

Q
5
3
3
I~
g
~
N
§
S
sin(n
et) = Eo(1 + 22 ( ‘”T) cosfit))
5

1.1.3 L’aspect énergétiqyge
Q

En général les grandeurs élfférgétiques (énergie ou puissance) sont proportionnelle

; - 1 - I P RPN
au carrée de la grandeur phy\s/}'que g(t) (Ekx ; Emv ; ECU ' Ri%; ELI )
par conséquent é"
s
(8] aﬁ +00
<g*>=a+ Z Z |Cnl? (Par seval)
n=
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2TSI/MP(Béni Mellal) 1.2. TRAITEMENT D’UN SIGNAL PERIODIQUE PAR UN SYSTEME LINEAIRE

Donc chaque terme harmonique de rang n (a, cosnwt + b, Sinnwt) a une puissance |C,? =
2 K2
a, + by

2
Il en résulte que la puissance du signal est la somme des puissance de chaque harmo-
nique

1.2 Traitement d’un signal périodique par un systéeme
linéaire
1.2.1 Rappel

» Un circuit est linéaire si les tensions d’entrée Ug(t) et de sortie ug(t) sont reliées par
une équation différentielle linéaire.
Autrement dit si la tension d’entrée U(t) est sinusoidale de période T alors la tension de
sortie Ug(t) est sinusoidale de période T.

» Si on appelle H la fonction de transfert du circuit alors

+00 +00
U0 = ) ce™ = U ) = ) H(jnw)c,e™

» On rappelle les formes canoniques des fonctions de transferts des filtres usuelles :
e Filtre passe bas du premier ordre

H= o
— 1+ jx
Intégrateur aux hautes fréquences. §
e Filtre passe haut du premier ordre \\jo
jx
H=H -
— %1+ jx
Dérivateur aux basses fréquences. @\/
e Filtre passe bas du deuxieme ordre %§
H
lm} = . X
1-X+ =<
Q
X
e Filtre passe haut du deuxieme oxdre
Aval
—¥?
H=H, X
1-X+ =<
Q
. Y
e Filtre passe bande N
S -
& X
F n-n 0
L 1-X+ j=
@)
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2TSI/MP(Béni Mellal) 1.2. TRAITEMENT D’UN SIGNAL PERIODIQUE PAR UN SYSTEME LINEAIRE

1.2.2 Application 1 : CNC 2009 Filiere MP

On considere le circuit a amplificateur opérationnel de la figure suivante.

C
S Ry
R

| | ~
|
c
V. =+
L’'amplificateur opérationnel est alimenté par une source de tension symétrique (non
représentée) =V, = +15V. On suppose que l’amplificateur opérationnel est parfait et
fonctionne en régime linéaire.

On suppose ensuite que le signal ve appliqué a ’entrée du circuit est sinusoidal de pulsa-
tion w.

Etudier le comportement asymptotique du montage aux basses fréquences,
puis aux hautes fréquences et déduire la nature du filtre.

Appliquer le théoreme de Millmann aux nceuds A et B et déduire deux relations
entre vg, vp €t ve.

Montrer que la fonction de transfert du circuit s’écrit sous la forme H =

Ho w
—— —,avec X= —.
1+jQ(x~3) “e .
R
Exprimer H,,Q et w, en fonction de Ry, Rs, R} = Q’Rl—z et C.
%Rl +R

Dans quel domaine de fréquences cejtircuit présente-t-il un caractere intégra-
teur? dérivateur ? Exprimer vg(t) en fonction de ve(t) dans chacun des deux cas.

Définir, puis calculer les pulsatio@/ de coupure a —3dB en fonction de w, et Q.
En déduire la largeur de la bande passangx\' du filtre.
Wo

Application numérique : on dogne Ho=-1, Q=20et f, = o = 3 kHz. Calculer
la largeur de la bande passante en fréq‘fience du filtre.
@ On pose H = H(w)el*®), ézo
@ Déterminer le modulgq-l (w) et I'argument ¢(w) de la fonction de transfert

~

~
@ Montrer que H(w) passe par un maximum pour une valeur w} de w que 'on
exprimera. Tracer 1'allure de H gf}w .

~/
On applique a I’entrée dl(um?nontage de la figure précédente , un signal ve(t) de fré-

1
quence f = T = 3kHz et d’aﬁplitude E=5V.
& .
Le signal appli@é est donné par ve(t) = Esin(2rft). En tenant compte des ca-

ractéristiques numériqués du filtre , donner 1’expression du signal vs(t) obtenu en sortie
du circuit. ©
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2TSI/MP(Béni Mellal) 1.2. TRAITEMENT D’UN SIGNAL PERIODIQUE PAR UN SYSTEME LINEAIRE

@ Le signal appliqué maintenant est un signal créneau dont on donne le DSF :

E < 2B
e(t) = 5 + ; Go+ I sin(2e(2p + 1)ft)

Donner la representation temporelle de la tension d’entrée.

Donner ’allure du spectre en fréquence du signal ve(t) ?

En tenant compte des caractéristiques numériques du filtre , donner 1’ex-
pression du signal vs(t) observé en sortie du circuit.

Correction

Le comportement asymptotique du montage :
e Aux basses fréquences :vg(t) = 0 (la maille (Vs Rs; €))
e Aux hautes fréquences :v4(t) = 0 (Ia maille (Vg A; B; €))
e La nature du filtre :Filtre actif passe-bande.
@ Le théoreme de Millmann aux :

e Noeud A :
V, + jCwRV
Var @
— + 2jCwRy
Rs
e Noeud B :
vV, V 1
Vg=0==+=2=V,=-———V b
om0 TR T IR P
~

SN

g
La fonction de transfert : Dans (a) on :@amplace V, par son expression dans (2),

on en déduit que : <
J
Rs Rs
o 2R, B 2R,
=27 T 2RCw 2 T 2R Cxaw
. 2
On tire donc que : N
e Le coefficient d’amplification s(t(@‘ztique
&
< Rs
< Ho = —o=
\\/ 2R1
&
S
e La pulsation propre : 5
4 1
g Wo = ——x
@) C \/RgR’g
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1.2. TRAITEMENT D’UN SIGNAL PERIODIQUE PAR UN SYSTEME LINEAIRE

e Le facteur de qualité :

1 |Rs
2\R,

@

e En H.F (w > o0 ou X —

00) :

Howo 1

M)
- Q Jw

= vg(t) =~

Hg"" f ve(t) dit

Donc intégrateur en H.F.
eEnB.F(w—0oux—0):

P
—  Quo

jw = vs(t) =

Ho due(t)
woQ dt

Donc dérivateur en B.F.

Les pulsations de coupure w; et w, sont définies par :

H
H(w = w12) = [mad 1 bien Gaa(w = w12) = Gax — 3dB
V2
Les pulsations de coupure a —3dB en fonction de w, et Q.
w 1 1 wo, 1 1
a)m'n:?o(—a'i' 4+&) ; wm:?o(6+ 4+&)
<

On conclut que : g

La largeur de la bande passante du ﬁltqr?g/ s Aw = Yo

S
9] Q .

@ Application numérique : ﬁ
g
f
Af = 2 = Af = 150Hz
Q
@

@ On pose H = H(w)el#@.

@ e Le modu&élH(w) :

%

H(w)

&
Q(.’)
@)

IHol

B V1 + Q2(x— 1/%)2

16 février 2015
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2TSI/MP(Béni Mellal) 1.2. TRAITEMENT D’UN SIGNAL PERIODIQUE PAR UN SYSTEME LINEAIRE

e L'argument ¢(w) :

¢ =n—arg(l+ jQ(x-1/X)

H@) _H@do __ H@) _

H i 0
H(Q? (w) passe par un maximum si do X dx Ix
. d_;u = 0= 2Q*(x—- 1/X)(1 + 1/x?) = 0 comme X > 0 alors H est maximal pour

X=1= w) = w,
e L'allure de H(X) avec X = @
w

o

H

0,707 -——-—-—-- S ——

N
%)
~

N X
Q
g
~
Puisque le signal d’entrée est sinusoidal alors le signal de sortie est aussi sinu-

soidal et par conséquent vg(t) = Vssin(2rft + <§/\./avec :

e Vo=H(f = f)E= Vs=5V s
e p(f =fy)=n—arg(l)=n Q‘/D
no
| vs(t) = 5sin(600@t + 7) = —55sin(600Grt) |

%

La tension d’entrée est un:g combinaison linéaire des tensions de fréquences
variables f € {0, f,, 3f,, 5f,}. <
Puisque le filtre est un filtre passébf)ande de fréquence centrale est f = f, = 3 kHz et de
bande passante Af = 150Hz alorg\/ ce filtre ne laisse passer que les tensions sinusoidales
de fréquence situé dans l'intervalle [ f, f,] c’est a dire la tension dont la fréquence est f,
d’ou avec H(f = f)) = let o(f = o) =7

&
& 2E
& vs(t) = — sin(2rft + n)
O /e
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1.3. ETUDE DE QUELQUES OSCILLATEURS PERMANENTS. LIMITE DU MODELE LINEAIRE

1.3.1

1.3 FEtude de quelques oscillateurs permanents. Limite

du modele linéaire

On considere le montage de la figure 1 représentant
un amplificateur opérationnel idéal associé a deux résis-
tances R; et R, .On appelle Uy et -Ug les deux tensions
de saturation positive et négative en sortie de 1’amplifica-

teur opérationnel .
Ry
Rz + Rl '

On notera :k =

Multivibrateur astable a amplificateur opérationnel :

Figure 1

On admet que I’A.O fonctionne en régime saturé (Us = +Ug; ) .
Déterminer les valeurs de U et Ue- les valeurs de U lorsque la sortie us prend les valeurs

Usat et 'Usat-

En déduire la caractéristique de transfert donnant la tension de sortie en fonc-
tion de la tension d’entrée : Us = f(Ue) On aura soin de préciser sur cette caractéristique
les points particuliers et le sens du parcours sachant que U, varie entre —Ugqy, et Uey avec

Uen > KU gyt

Quelle est la fonction réalisée par ce montage.
On ajoute au montage de la figure 1 un condensa-
teur de capacité C et une résistance R pour obtenir
le montage de la figure 2.

Montrer que 1’équation différentielle réagissant
I’évolution de la tension de Ug(t)en fonction de laﬁension

us(t)et de la constante de temps 7 = RC s’écrit : \/(0
Y
due I
TEHJB = Ug Q\/, (1.1)

Figure 2

En supposant que la valeur 1n1t1@3e de la tension Ue(t)est nulle et que la ten-
sion de sortie ug(t)est égale a Uy, resoudﬁé‘ I’équation (1) en donnant 1’expression de la

tension Ug(t). 5

Tracer sur le méme graphleés variations de Ug(t), Us(t)et Ue ; en déduire t,

I'instant de commutation de la sortie CE change de signe).

Sachant que pourt > t, o@a Us(t)= - Ug; résoudre I'équation (1) en prenant

I’origine des temps t, (t, = 0). 9

\

. Représenter sur le menﬁ graphe Ug(t); Uer , Ue et ug(t)entret =0ett > t,.

1+k

@ En déduire que t; I’ 1n$4zant de commutation s’écrit : t; = 7In ——.

1-Kk

‘ Pourt>t, resoudm I’équation (1) en prenant t; comme origine des temps.

@ En déduire t, I’ @%tant de commutation et vérifier que t; = t,.

&
@ On pose T = ﬁ?+ t, la période du signal de sortie et admet que les commu-
tations en sortie de I'A g sont instantanées, dessiner sur le méme graphe 1’allure des

signaux ug(t)et ue(t)entre t=0et2T.

16 février 2015
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2TSI/MP(Béni Mellal)  1.3. ETUDE DE QUELQUES OSCILLATEURS PERMANENTS. LIMITE DU MODELE LINEAIRE

En déduire alors la fréquence f du signal de sortie ug(t).

On considere maintenant le montage de la figure 3 construit autour de deux

A.O idéaux de méme tensions de saturation Uy , On admet que le premier A.O
est en régime saturé et le deuxieme en régime linéaire .

B
| |
| IS | C
- ——
E

g T

Figure 3

Déterminer la relation entre ug(t)et v puis en déduire la fonction mathéma-

tique réalisée par le second AO associé aux éléments R et C.

On suppose ce fonctionnement parfait. Donner 1’équation différentielle re-
liant les tentions ug(t)et v en fonction de la constante du temps 7 = RC.

En utilisant le théoréme de Millman , déterminer I’équation reliant la tension
Ue(t)aux tensions ug(t)et v en fonction uniquement de R; et R.

Pour quelles valeurs Vp et —Vg de v le premier AO voit-il sa tension de sortie
Us(t)basculer de - Ug a +Ug ou de + Ug a -Ugy.

Compte tenu de la réponse précédente, quelle condition doit respecter les
résistances R; et R, pour que le montage puisse fonctionner.

Cette condition est supposée vérifier dans la suite dans la suite du probleme.
Q

N

<
On choisit un instant initial tel que v = \é;oet Us(t)= Ux et I’on suppose toujours
les commutations de ’AO sont instantanées. Trater sur un méme graphique la forme

temporelle des tensions v(t) et ug(t). &

R
‘ Montrer que la fréquence des sigr\llaux est ' = 4RF;2 c:

@ Quelles améliorations a-t-on app@rtees par rapport au montage précédent.

A.N : on choisit un condensatg)Mr de capacité C = 10nF, la tension de satu-
ration Ug =12V . Donner des valeurs nuéﬁrerlques raisonnables aux trois résistances Ry,
R, et R pour que le montage puisse déliﬁ'er en v(t) une tension d’amplitude 6V avec une
fréquence réglable entre 100 Hz et 10 QHZ

Correctlon

@ On applique diviseur d§ tension on obtient
a
R, R,
= Ug = kU 7 Ue = -
R+ R, sat = KUgat e R+ R,

QCD
@ La Caractéristiqﬁé de transfert est :
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2TSI/MP(Béni Mellal)  1.3. ETUDE DE QUELQUES OSCILLATEURS PERMANENTS. LIMITE DU MODELE LINEAIRE

A=

kJ331 Uem Ue

@ Comparateur avec seuil.

La loi des mailles avec q = Cu, on obtient avec convention récepteur :

. du
—ue+R|:uS:>TO|—te+ue:uS

@ Avec Ug(0) = 0 et Ug(0) = Uy , on obtient

Ue(t) = U&at(l - e_t/T)

@ Ce régime dure tant que Ug(t) < KU g
Q

o
Ue(to) = KUgy = Ugy(1— €7 ) = to = —7Ln(1 — k)

. . ~N
Representation graphique W
~
N
Representation de ue(t)us, Ue+

12 s _

B f
£ Ue+

1} 0,0z 0,04 0,06 0,02 0,10

~
?

Ue(t) = Usu((1 + K)e™" — 1)

Representation graphique
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2TSI/MP(Béni Mellal)  1.3. ETUDE DE QUELQUES OSCILLATEURS PERMANENTS. LIMITE DU MODELE LINEAIRE

Representation graphique de us(t)ue(t), Uet et Ue-

1 us(t)
ik gt

ue(t)

0.0 4 0,0 3 0,10

-104 Ue-

-t
Ue(tl) = —Uem = —kUQt = Usat((l als k)e JfT - l) - t]_ = Tl_ni%:z

due 1 1
@ d_te + —Ue = —Ug avec les conditions initiales : Ug(t;) = —kUg: on obtient :
T T

t
Ue(t) = U (1 = (1 + KleT — 1)

At=1t0n a: U(ty) = kUg donc

—t 1+k
Ue(ts) = Uen = kUg = Usn(1 = (1 + K)e 7)) = 1, = TLnﬁ —t
%\’
@ Voir figure précédente. &
@ 13- La fréquence f est donnée par \‘/4\/
&
¢ 1 1
T 1+k
2rLn——
1k
O
0
Q
2
@ Millmann donne J
&
Us
v_=0= ijv_+? :v:——fus(t)dt

Donc intégrateur.

N
Ona: 5

A~
o
~—+
|
=
n
Q.
—
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2TSI/MP(Béni Mellal)  1.3. ETUDE DE QUELQUES OSCILLATEURS PERMANENTS. LIMITE DU MODELE LINEAIRE

@ Millmann donne :

RR
Ue = S (_ _)
Ri+R'R R

R ,
Us bascule si g, =uU.—0=0donc v = —Ezus par conséquent
1

Vo< U = R <R

Représentation graphique avec les conditions initiales v(0) = Vj et ug(0) =
Uy :ona

Usat
il ——t+ Vo
b= us)dt = =2 ,RC
RC —Zt+cte
RC
Usat
Vo
o(t)
Q [
o
<
N
(N
'
7 Us(t
_Usat \\/ 5( )
\§/ 27V,
La période du signal triangu(%ﬁire est T’ = 2t; avect; = ¥ on tire donc que :
& sat
R> Ry
T =4RC= = f/
Ry 4RCR2

A
. Le 2°™ montage fourglt un signal carré et un signal triangulaire de méme
période et d’amplitude d1fferenté‘par contre le ¢'seulement un signal carré.
R,
(D) OnaVo=6V; Ux w12v Or Vo = ZUs = Ry = 2R,
1

1 \\/

Par conséquent f’ = donc

%

& f/ = 100Hz = R = 500KQ
&
Q

f’ = 10KHz = R = 5KQ

R est un potentiometre dont la résistance varie entre 5kQ et 500K .
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2TSI/MP(Béni Mellal)  1.3. ETUDE DE QUELQUES OSCILLATEURS PERMANENTS. LIMITE DU MODELE LINEAIRE

1.3.2 Oscillateur quasi-sinusoidal
1.3.2.1 Oscillateur a résistance négative
ENSAM 1996 OPTION T

Régimes transitoires d’un circuit RLC On considere le montage ci dessous (Fig.

E1). L est I'inductance d’une bobine parfaite, C est la capacité d’un condensateur, R est
la résistance totale du circuit, K est un interrupteur et E un générateur parfait de tension
continue.

L
) /@o—@ I |
K, @ a 'Ot vy FigE1
E __C
=
On appelle :

- q(t), la charge du condensateur a l'instant t,

- i(t), I'intensité dans le circuit a I'instant t,

- v(t), la tension aux bornes du condensateur a l'instant t.

En tenant compte des conventions indiquées sur le schéma, écrire les
relations entre q(t) et v(t), entre q(t) et i(t) et entre i(t) et v(t).

Le condensateur est initialement déchargé. A I'instant t = O, on ferme

(e

K en position (1).

:

Etablir I’équation différentielle @1 second ordre, linéaire, a coeffi-
1%

X e ~ 1
cients constants a laquelle satisfait v(t) en fonction de E, w, et m avec w? = c et
R g
m= . ~
2L w, W

~
Sans résoudre l’équatig/i différentielle, montrer qu’il existe, selon
les valeurs de m, deux régimes d’évolution pé‘ésibles de la tension o(t).

:

On définit la résistg\nce critique comme étant la résistance du
circuit correspondant a la limite entre @fé)s deux régimes d’évolution. Exprimer cette
résistance critique notée R: en fonctiondﬁoe L et C.

Application numé@érique : R=100Q, L = 40 mH, C = 1uF. Calculer
W, Met Re. \fg
Dessiner ’allure de la variation de v@fj en fonction de t.

. N \ 7 . .
Dans la suite du probleme, on @rdera les valeurs numeériques ci dessus.

:

:

Lorsque le régijﬁe transitoire a disparu, on met K en position (2) et on
prend cet instant comme nouvell¢ origine des temps.

, ~N
Etablir ﬁéquation différentielle du second ordre, linéaire, a coeffi-
cients constants a laquelle sa@i\’sfait o(t).

La soffition générale de cette équation différentielle est
O

Q
© u(t) = Arexp@ut) + A, exp@at)
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2TSI/MP(Béni Mellal) 1.3. ETUDE DE QUELQUES OSCILLATEURS PERMANENTS. LIMITE DU MODELE LINEAIRE

Exprimer @, et a; en fonction de w, et m.

@

En considérant les conditions initiales, exprimer les constantes
d’intégration A; et A, en fonction de E, w, et m.

On pose w = wyq V1-nPettand = Mo

Démontrer que v(t) = K exp(mw,t) coswt — 6) Exprimer K.Cf{eprésenter v(t) en mettant en
évidence K et ’enveloppe exponentielle de v(t)

é

Décrire les échanges d’énergie au cours de la décharge du conden-

é

sateur.
Oscillateur LC
L’amplificateur opérationnel utilisé dans le circuit qui suit est parfait et fonctionne en
régime linéaire. Les circuits d’alimentation ne sont pas représentés.
On réalise I'élément de circuit AB (Fig. E2.a) équivalent au dipole D

:

(Fig. E2.b).
1
| IS |
Ry =1kQ .A
.A i(t) ~ i(t)
+ o0
® —p "0 H
v _
—— @
B . ' B
(@) Fig.E2 (b)
Montrer qu’on peut écrire v(t) = —Ri(t) et exprimer R en fonction
de R,, R; et Ry. Calculer numériquement R. o

On souhaite relever la carg\i:téristique i = f(v) de ce dipole a l’aide
d’un oscilloscope. Pour ce faire, on l’attaque @ec une tension sinusoidale alternative
d’amplitude 1V créte a créte. Etablir le schéma’du montage.

Dessiner la caractéristique de D. On admettra’qu’on peut placer la masse et les voies de
mesure de I’oscilloscope en tout point du mg\‘htage.

Dans quel mode de déviation horizontale gb/it on mettre 1’oscilloscope ?

Le condensateur possede une charge initiale. On ferme l'interrupteur
K a I'instant t = O et on observe la tensién aux bornes du condensateur. Dire qualitative-

ment ce qu’on observe. D’ou vient l'égzergie dissipée dans la résistance R?

:

:

K 5 R L C
= A
Sr— /W\/\_|
oﬁ/ =
NS D
L
7 = B
~ . =
N Fig.E3

Correction

Q
Régimes transitoires d’un circuit RLC
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2TSI/MP(Béni Mellal)  1.3. ETUDE DE QUELQUES OSCILLATEURS PERMANENTS. LIMITE DU MODELE LINEAIRE

- D’apres les conventions d’orientation du schéma, il est clair que :q =

1

Cuv;i = — et par conséquent : i = C—

dt
SEXED

- En utilisant la loi des mailles sur le circuit entier, on obtient E =

@

Ri + L— + v, soit en utilisant les relations précédentes de fagon a éliminer le courant, et

dt

avec les notations de 1’énoncé :

b + 2Mwed + w3 = WIE

- L’équation caractéristique associée a I’équation différentielle sans
second membre est :

2+ 2mwel + w2 =0

Le discriminant réduit vaut :A’ = (m? — 1)w? avec m positif ou nul d’aprés I’énoncé. On a
donc trois cas suivant le signe de A’ :

» soit m> 1= A’ > 0 et les racines sont réelles négatives :r = wo(m= VM? — 1) < 0: on
a un régime apériodique.

» soit m< 1 = A’ < 0 et les racines sont complexes avec une partie réelle négative :
on a un régime pseudo-périodique.

» soit m= 1= A’ = 0 et on a une racine double négative : r = —w, < 0 : on a un
régime critique

0

résistance critique correspond a A’ = Oc’est-a-dire m= 1d’ou :R. =

Q

&I_‘

2Lw, =2

C 5
AN : m=0,25= régime pseudopériodique
» La pulsation propre w, = 5000rad.s™. I
» La résistance critique R. = 400Q @

» la charge ((t) du condensateur étant unef’cl)nction continueonaq=0d’ouv =0,
» le courant i(t) traversant la bobine etanglune fonction continue onai=0douv =0,
»quandt - o0 = 0v—> E. >

obtient une courbe dont I'allure est la suivante :
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2TSI/MP(Béni Mellal) 1.3. ETUDE DE QUELQUES OSCILLATEURS PERMANENTS. LIMITE DU MODELE LINEAIRE

Le générateur a disparu du circuit, I’équation différentielle est

donc la méme que précédemment avec E =0 :

b+ 2Mwed + wiv = 0

L’équation caractéristique associée puisque m = 0,25 < 1. On a

donc deux racines complexes que 1’on note a; et a, :

Au nouvel instant initial, la charge g du condensateur vaut q = CE

, et le courant i traversant la bobine est nul. En effet, le régime transitoire ayant disparu,
le condensateur s’est chargé (sous la tension E) ce qui a eu pour effet de « couper» le
courant (le condensateur se comportant alors comme un interrupteur ouvert). Comme
précédemment ¢ et i sont des fonctions continues et cela impose : v=Eetv=0at=0.
D’ou :A; + Ay = E et Aj.a; + Az.ay = 0. Soit, en résolvant ce systeme de deux équations a
deux inconnues et en remplacant a; et a, par leurs valeurs :

im E Q im E
e [ LT
N K 1_n?l 2
N
0
@
m ~
On a tand = ———, donC en remplacant dans les expressions de A
e o
et A; et en reportant dans celle de v, on t&ouve :
S
&

E & E
v=(1-i tane)E expmédot) expiwt) + (1 +i tane)E exp=mw,t)
Q

<
%)
~

On développe les exponentielles gﬁmplexes etona:
%
oo
E< S
v = —=* expmw,t)[cosh coswt + sind sinwt]

‘®

>

g
% E
alors en comparant ave(ﬁé relation donnée dans 1’énoncé, on trouve : k = pot

La courbe Correspondaﬁ’ce est :
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2TSI/MP(Béni Mellal)  1.3. ETUDE DE QUELQUES OSCILLATEURS PERMANENTS. LIMITE DU MODELE LINEAIRE

v(t)

\:\ | Enveloppe positive
A /

~

~N

/ \ Pente a l'origine
ﬁ’/\
S Enveloppe négative

Oscillateur LC
L'A.O. fonctionnant en régime linéaire et étant parfait, on peut

affirmer que les courants de polarisation sont nuls;y donc il passe un courant i dans Ry
et on appellera i’ le courant traversant a la fois Rg;\et Ro, et par ailleurs, la tension entre
les deux entrées (+ et -) de I’A.O. nulle. Si on utifise la loi des mailles entre A, les deux
entrées de I’A.O. B, on obtient : v = Ry.i’ et pousla maille « faisant le tour de I’A.O.» on

trouve : Ril + Ry’ = 0 soit, apres élimination (3/3' I w= —RI; ! donc apres identification,
ona: §’ 2
N
&
Ry
R= R 1000
\Q 2
o
<
<
~

. On a ici un « montage a I‘ESlStall(:/l,Ce negative ».

~
Afin de tracer la caractéristique i = f(v) de ce montage, on doit

mesurer sur la voie Y une tenségln proportionnelle au courant, on prend donc la tension
aux bornes de la résistance REcomme l’indique le montage ci-dessous. On mesure alors
X=-vetY =-Ry.i. Sion pa@%e en XY (ou Lissajou) on obtient donc —R;.i en fonction de
—v, c’est-a-dire R1.i en fonc&i’on de v. Le facteur R; vaut 1000 d’ou le calibre utilisé sur la
voie Y. On voit alors sur 1’0(§Cillographe la trace ci-dessous :
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2TSI/MP(Béni Mellal)  1.3. ETUDE DE QUELQUES OSCILLATEURS PERMANENTS. LIMITE DU MODELE LINEAIRE

Le circuit RLC est celui du premier paragraphe avec R = 10X2. La

loi des mailles nous donne donc, en supposant que 1’A.O. fonctionne en régime linéaire,
di . y
R|+La+E—R|:O=>q+w§q:O

La solution est donc sinusoidale de pulsation w, :q = A.cOS(wet + ¢). Ora q(t = 0) # 0 =
A # 0. On observe donc des oscillations sinusoidales dans le circuit. I'énergie
dissipée par la résistance provenant des alimentations +15V/-15V de I'A.O.
En fait, on a un oscillateur de Van der Pol qui va faire passer alternativement I’A.O.
du régime linéaire au régime saturé, les oscillations dans le circuit étant alors quasi-
sinusoidales. (2?
3

1.3.2.2 Oscillateur de Wien : CNC 2012 Filiere TSI

1.3.3 Oscillateur de Van Dear Pgiu

~
L'oscillateur de Van Dear Pol est un mg\ééle mathématique destiné a représenter un
oscillateur pour lequel un terme non 11ne§1re permet de stabiliser I’amplitude ; son équa-
tion : Q?

% - aw(l - (Xi)z)x +wX=0
1

e avec a, w et X; sont des réels posiﬁ%s non nuls.
e w :fixe I’échelle des temps (perlgﬁe temporelle)
e X : fixe 1’échelle des amphtud\‘)é
e a: conditionne I'importance du terme non linéaire aw( )2x en effet :
\\:/T X1
& X < X = X—awX+w x§0
A=w(@-2)(a+2) Os(gfllatlon pseudopériodique donc A < 0= a< 2
L’amplitude croit e%)onentlellement

& |X| < X1 = le terme [Law(l ( )2)] < 0 = Amplification
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X
& |X| > X3 = le terme [-aw(1 - (X—)Z)] > 0 = Amortissement
1

D’ou le terme devant X joue un role régulateur
Pour a = 3, w = 10, X, = 30, x(0) = 0, X(0) = 1 la résolution numérique (voir séance de
Maple donne la représentation suivante :

A X

DOs5CILLATEUR DE AR DEAR POOL

A

40
] t
0 z'VUUd : 3 ' I

=20

- 4l

Remarque- 2 :

201

16 février 2015 elfilalisaid@yahoo.fr



® \

Deuxieme partie

r

MECANIQUE

29






CHAPITRE 2

MECANIQUE DU SOLIDE

2.1 CINEMATIQUE DU SOLIDE

2.1.1 Définition d’un solide

On appelle un corps solide (S) si la distance entre deux points quelconque du solide
A et B est constante

(S) = solide—> V(A B) € S : || AB = cte

L
Remarque- 3 : X
Si la distance entre les deux points A et B est @nab]e on dit que le systeme est défor-
mable. ol
4?/

2.1.2 Barycentre d’un solide. Re‘i)ere barycentrique

On définit le centre de masse ou baryg%ntre d’un solide (S) par :

fff(S)GMdm S

e e

Soit O un point quelconque de R @t sachant que :GM = OM - OG alors en posant mla
masse totale du solide on obtlenzw

1
4 o@¢-1% f f f OMdm
Ny m
Y
7 s 7 7
En dérivant la relation obt%lue par rapport au temps dans le référentiel R on obtient

é% V(G/R):%fffT/)(M/R)dm

31
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De méme

E)(G/R):%ff a(M/R )dm

On en déduit que la quantité de mouvement totale du solide est

B(S/R) = f f f V(M/R Ydm = B(S/R) = mV(G/R)

On retient que : La quantité du mouvement du solide est équivalent a la quantité d’'un
point matériel G(centre de masse) affecté de la masse totale du solide.

On définit le repere barycentrique R g = R = R g le repere d’origine le centre de masse
G et dont les axes restent constamment parallele a ceux de R c’est a dire

O(Rs/R) =0

Q
Remarque- 4 : ¥

- Le centre de masse appartient a l'intersection dg? plans de symétrie.
- Le centre de masse est confondu avec le centre;de symétrie.

- Pour un systeme discret g
N
2, mOM;
i=1
06 = N
2 m
i=1
6!
Application 1 : 3
-_— ~N
3
Déterminer la position dw’/centre de masse G des courbes homogenes sui-
vantes : I

Fil linéique homogé{ﬁ/e de masse m et de longueur |
~/

Demi-cercle de rayon R.

Quart de cercle \&“e rayon R.

Demi disque dé’masse m et de rayon R

BHEE

&
Cone de révglution homogeéne, de masse M, de hauteur h, dont la base est
un disque de rayon R.(On Commence par la détermination du volume)
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Plaque rectangulaire homogéne de masse m et de longueur a et de largeur

' p . =3 = . -
@ Déterminer les vecteurs GA et GB d’un bipoint A(m,) et B(mg) tel que AB =1 .
Discuter le cas ou My > Mg.

Correction - Correction

@ Détermination de la position du centre de masse G des courbes homogenes
suivantes :
Fil linéique homogene de masse m et de longueur |

(ﬁ:%@

@ Demi-cercle de rayon R d’axe de symétrie ?y

2R,

—
OG = —¢,
P

@ Quart de cercle de rayon R.

— 2R
oG = 7(E; +€)

Demi disque de masse m et de rayon R d’axe de symétrie E;

k=R

3r Y

7

@ Plaque rectangulaire homogene g% masse M et de longueur a et de largeur
<

1
oG = (&8, + %)

S
Cone de révolution homoq(éfne, de masse M, de hauteur h, dont la base est

un disque de rayon R.(On commence pé? la détermination du volume)

V:%ﬂth:O_é:%h?z

7/
—

7 . . \\/ = =2 . . -
@ Détermination des vectedrs GA et GB d’un bipoint A(m,) et B(mg) tel que AB =1
g

— mg — Ma
GA--_" » .  Gg-_M
Ma + Mg Ma + Mg
&
Discutions du cas ou mp > mg.
o~
= mg = == MmMa
GA=-—"° 2,3 . GB=_—" 7,7
Ma + Mg Ma + Mg

-
Le barycentre s’approcﬁ)e toujours du corps le plus lourd.
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2.1.3 Cinématique du solide

Soit (S ) un solide et R un référentiel . _
Puisque (S) est indéformable alors Y(A,B) € S =|| AB ||= cte

— AB?

c’est a dire AB? = cte = dUR =0

R
AB2 ., dAB
h = 2AB.——
Sachant que dUR qUR
dATB> — —

O =V(B/R)-V(A/R).
rdt/R (B/R) (A/R)

Il en résulte que

—

ABV(B/R) = ABV (A/R )

le champs des vitesses d’un Soli(;/)@Qest équiprojectif

~
~

Et par conséquent le champ des vitesses d’'un so}(ﬁe est un torseur.

@
e
S -
g Ve
&
O
R S
- 5 b - —
V.x.AB Vg.AB
N
En effet : “
Appliquons la relation de dérivati\t/)% vectorielle d'un vecteur avec R’ le référentiel lié au
soli_d)e S : R \\/‘,’
dAB dAB &
- +O(S /R)ABRB== V(B/R) = V(A/R) = O(S /R ) A AB
dt/R  dt/R’ S
C’est a dire Iéy"

V(A/R)=V(B/R) +ABA O(S /R)
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2.1.4 Mouvement d’un solide
2.1.4.1 mouvement de translation

On dit que le mouvement du solide S est une translation si tous les points ont méme
vitesse quelque soit le temps t, c’est a dire

(S) en translation — ?2)(8 /R) = 0

C’est a dire que V(A/R) = V(B/R) = B(A/R ) = B(B/R) Vt
Exemple :

- Translation rectiligne.

- Translation circulaire.

2.1.4.2 mouvement de rotation autour d’un axe fixe

A est I’axe de rotation ; posons 5 = wU,.

On en déduit que YO € A,V(O) -0

Pour tout point M de S, il existe un point H projec-
tion de M sur A.

Posons HM = r; le mouvement de M est une rota-
tion pure autour de A, et donc sa trajectoire est cir- H
culaire (de centre H et de rayon r) :

V(M/R)=V(O/R)+ 3 AOM =0 A OM

BN
Jer

V(M/R) =0 AHM = rwe,

Q
2
~
~/

Y
2.1.4.3 Description du mouvement instantanée le plus général d’un solide
~N

Soit A une droite telle que a l'instant t A}feprésente I’axe de rotation A = A(t) ( I'axe
de viration ) et H la projection de M sur A -~/

¥
V(M) =¥ (H) + 3 A M

&
Donc le mouvement est une rotationé(agutour de A(H,HM) et le point H est animé d’un

mouvement suivant A. Q

~N
on conclut que le mouvement général est helicoidal.
%\/
§/

g
2.2 MODELISATIOX DES EFFORTS ENTRE SOLIDES

EN CONTACTY
&
2.2.1 Solide en Cmﬁact

L
Considérons deux SO@-’HGS S; et S, en contact sur une petite surface plane (X) et en
mouvement par rapportoa un référentiel R, et I un point quelconque de ().
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= (S2)

__________ Plan tangent (IT)

ﬁ
Soit I un point de X;0On peut décomposer la force élémentaire dR exercé par S; sur

S, en deux forces de contact tel que

- - 2 =
R:fde:T+N
>

: force de frottement de glissement. Elle appartient au plan tangent II.

=zl -l

: réaction normale a IT.

Le moment de cette force en | est :

/T/)(I,contact = fffm A d_R>(M) = /T/)(I,t + /T;(I,n

Avec :
— —
» M, moment de frottement de roulement. M, € au plan tangent II.

— —
» M, , moment de frottement de pivotement. M, L II.

2.2.2 Vitesse de glissement &
g

On suppose pour la suite que le contact e%I_; ponctuel c’est a dire que X — | appelé

point géométrique Q\/\/
N
%
&
(@)
§ (S2)
——————————————— [ -—-—-—-—-——. Plan tangent (II)
o
3 (S1)
N
&
~N

~
» Soit |, un point du solide Sziqui coincide a I’instant t avec le point géométrique |I.
oY . . N . . / o
» Soit |, un point du solide gri qui coincide a l'instant t avec le point géométrique |.

On appelle vitesse de glissemﬁnt de solide S, par rapport a S;
Q

Y - - -
& | V0=V -V
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Remarque- 5 :
» La vitesse de glissement est vitesse relative.
» La vitesse de glissement ne dépend pas du référentiel. En effet :
Soit R’ un autre référentiel et d’apreés la loi de composition des vitesses on :

“V(I/R) = V(I2/R") + V(O /R ) + O(R /R A O,
- - - - —
-V /R =V /R)+ V(O /R)+ QR'/R)ANOly
q
- ce qui donne puisque m; =0

V(12/R) =V (11/R) = V(I2/R") = V(11/R) = V,(R) = V,(R ")

» la vitesse de glissement appartient au plan tangent I1.
- -
» On peut écrire la vitesse de glissement V, = V(1,/S1)

On dit que le mouvement de (S;) est sans glissement si la vitesse de glissement est nulle

-

V, =0 = V() = V(Iy)

Si le solide (S;) est fixe dans R alors T/)g = T/)(Iz/Sl) -0 cad que la vitesse du point I, est
nulle par rapport au solide (S;)

2.2.3 Vecteur rotation relative

Soient eux solides en mouvement par rapport a un référentiel R .
On définit le vecteur rotation relative du solide (S;) par rapport au solide (S;) par

0(S2/S1) = B(S2/R) - B(Sy/R)

vJ
~

On décompose le vecteur rotation relative dansvle plan tangent en

N
&
- -
Q(S,/S1) = Q1 + Qp
@
g
> QT Vecteur rotation de roulement. %§
> QN Vecteur rotation de pivotements’
&
Application 2 : QO

On considére un dlsque de rayon R @:)nt le centre C est repere par la coordonnée carté-
sienne X. La position d’un point M 3 la périphérie du disque est repérée par un angle 6
par rapport a un axe de direction ﬁafe Le disque roule sans glisser sur un plan horizontal.
Déterminer la relation entre x et:d.

S
&
4

4
o &

9
C
|
|
|
1
\\X/
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2TSI/MP(Béni Mellal) 2.2. MODELISATION DES EFFORTS ENTRE SOLIDES EN CONTACT

Que devient la relation précédente si le sol horizontal est remplacé par un tapis roulant
se déplacant a la vitesse vq€x

Correction - Correction

1- OM = x&, + R_’+R_’:>V_xex+R9e9

T/)g:T)):M'HRé:O

AX = —F\’_AG le signe (-) traduit le fait que X et 6 on des sens opposés
2- X+ RO =V, = AX+ RAG = V At

2.2.4 Lois de COULOMB pour le frottement de glissement

On admet les lois empiriques de COULOMB
q
@ Loi de frottement « cinétique» :T/)g # 0 (présence de glissement)

ﬁ
La force de frottement T possede les propriétés suivantes :
- = — - =5
»TAV,=0cad T//V,
» T.V,=0cad T et V, ont des sens opposes

>
T=1fN

f ou u coefficient de frottement de glissement caractérise la nature des surfaces en
contact.

q
Loi de frottement « statique» :T/)g = 0 (absence de glissement)
L
T<IN
"
3

N

2.2.5 La puissance totale des actions de contact
w

2.2.5.1 Expression de la puissance pour u?ﬁ solide

\/
On rappelle que la puissance d’un p01nt élaterlel animé par rapport a un référentiel

d’une vitesse V(M/R) soumis a la force F fit

P(M/RS’: V(M/R)F

Pour un solide , on le decompose en dé% masses élémentaires (dm) centré en M dont la
résultante des forces est dF donc -~

v\_/
X
@‘é@ V(M/R ).dF
Soit A un autre point du solide; le’torseur cinématique donne :
(M) = V(A) + Q A AM

ce qui donne :

—

dP = V(A).dF + (Q% AM).dF :P(S/R):T/’(A/R).?+fff(ﬁA'A‘M).dF
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2TSI/MP(Béni Mellal) 2.2. MODELISATION DES EFFORTS ENTRE SOLIDES EN CONTACT

—_—

- — o -
Or (2 A AM).dF = (AM A dF).Q Rappelons que
Ma(F) = AM A dF
Le moment résultant

Il en résulte que la puissance du solide dans le référentiel R s’écrit

—

P =V(A/R)F +DAF).O

Deux cas important a discuter :
» Mouvement de translation : Tous les point du solide ont méme vitesse donc

0=0=2(S/R)=V(A)F = V(M) F

» Mouvement de rotation pure autour d’un axe (A) : On choisit A e A = T/)(A) = T))
donc

P (S/R) = Ma.O(S/R )

2.2.5.2 Puissance totale des actions de contact

Soient deux solides en contact ponctuel avec I_?> = T') +_N) la résultante des forces de
contact exercé par le solide (S;) sur le solide (S,).
La puissance de contact regue par le solide (S,) est :

—

- —
P 2= RV(|2) + %292
de méme pour le solide (S;) et d’apres le pr1n01g.e de I’action et la réaction :

Pi= —RV(|1)Z7F (- im|1) oh

5

&
§ - = — - = =
PT,ContaCt = P1+P2 = PTCO ot = R(V('z) - V(|1)) +§Ut|.(Q2 - .Q.l)

La puissance de contact totale est

Q

Or: (LDU

- - - Q

-V(l) - V() =V, &
- = Q

-9 = 0 contact ponctuel 5

Il en résulte que ~

— = — =
P T,contact = R.Vg = T.Vg (< O)

Remarque- 6 : 5?/
Cas du roulement sans glissement

Dans Ie modeéle du contactégonctuel s’il y a roulement sans glissement, alors V = O ainsi
iUh -0 donc Q,
Roulement sans glissement = P (1 contacty = 0
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2.2.5.3 Modele des liaisons parfaites

2.2.5.4 Définition

Une liaison est parfaite si la puissance de contact de cette liaison est nulle

2.2.5.5 Exemples

» Liaison glissiere : C’est une liaison lors d’un mouvement de translation d’un solide
par rapport a ’autre.
Si oz est ’axe de translation alors

Liaison glissiere —= R, = R.eg, =0

» Liaison pivot : C’est une liaison lors d’un mouvement de rotation par rapport a un
axe d’un solide par rapport a l’autre.
Si oz est ’axe de rotation alors :
- — - = =
PC: R.Vg+9jt| /\Q :9ﬁ|..Q.eZ:> MZ:O

Liaison pivot = M, =0

» Liaison rotule : C’est une liaison lors d’un mouvement de rotation par rapport a un
point O d’un solide par rapport a l’autre.

- = . -
Dans ce cas P . = Wi,.Q = 0 quelque soit le vecteur Q donc

Liaison rotule — ﬁto = T))
S
<
2.3 DYNAMIQUE D’UN SOLIDE@
I

2.3.1 Théoreme de la résultante cinétique

~/

Soit un point M d’un solide de masse dlzglanimé de la vitesse T/)(M/R ) avec R un

référentiel galiléen soumis a la force élémeg‘%aire dF.
Appliquons la RFD dans R galiléen : &

_dVM/R) _ = d

- g —
G =dF= a(fff(s)vavl/qfe)cgﬁ = [lIs, 9F

. = = . Q . .
Si on pose : F = f f f(s) dF la resultantg?des forces exercé sur le solide et sachant que :
fff(s)V(M/R ) dm= mT/)(G/R ) la quanﬁcé du mouvement du solide alors on obtient
~

I

d

dP(S)
) 3G/R) =F
dt
7
C’est le%\ éoreme de la résultante cinétique
Remarque- 7 : 4%/

T . . & . p iy . g
Pour un solide isolé ou pse&vdoqso]e dans un référentiel galiléen alors le mouvement du
centre de masse est rectiligne uniforme.
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2.3.2 Le moment cinétique
2.3.2.1 Définition

On décompose le solide en des points matériels; chaque point M de masse dm est

animeé par rapport a un référentiel R de la vitesse T/)(M /R).
Donc le moment cinétique du point M par rapport & un point A quelconque est : dFa(M/R ) =

— —
AM A (dmV(M/R)) ce qui donne pour le solide

Fa(M/R) = fff(S)A_lvl’AV(M/ﬂ) dm

Application 3 :

On considere une plaque rectangulaire a sur
b, homogene, de masseM, d’épaisseur négli-
geable, qui oscille autour d’un axe horizontal
Ox. Elle est attachée a cet axe par un de ses co-

tés de longueur a. La rotation de la plaque au- | o b =
tour de Ox est repérée par I’'angle 6(t) Le point
O est au milieu du cété de longueur a. On uti- .

lisera la base cartésienne (€, €, &) ainsi que la
base locale (é)r,?g,é)().

@ Déterminer le vecteur vitesse T/)(P) d’un point P de la plaque en fonction de r

(distance de P a Ox), 0 et €,.
_)
En déduire le vecteur quantité de mouvement P de la plaque.

@ Déterminer la position du centre de Q%sse G de la plaque. Vérifier que _P> =

~/

MV (G) N
Calculer le moment cinétique?o en@“onction de M, a, b, et des vecteurs de base.

, L ;. , A .
@ En déduire o Verifier ’homogénéité de son expression.

Correction - Correction

OP = X8, + e — V(P/R) =rde, &

(S/R) = [[, OPdm = P(S/R) :glvlbéa
%)

N =

(G/R) = 5bii8, = B(S/R) = MV(G/R)

o)
H
P
H
V
NG

4-G
H

3-
— - N P
-G = [[OP A V(P/R )dm = Ty/= 3Mb6e

~ 1 .
5-F =0 + 0G A MV(G/R) =5 & = — MV*{R,
Y
S

2.3.2.2 Le torseur ciné(gfque

Soit B un autre point é/uelconque donc :
H
> Fa(M/R) = fff(s)A AV(M/R) dm.
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—_— =
»?B(M/R):fff(s)BMAV(M/R)dm
— D =

» AM = AB + BM ce qui donne

Fa=Ts+ABAP(S) = s + ABAMV(G/R)

Remarque- 8 :

1/ Dans le repére barycentrique R * on a :

D _ B * % —x —x —x
Thn=Os +ABAP(S) == =05 =0

On retient que le moment cinétique barycentrique ne dépend pas du point ou on le
calcule (vecteur libre)
2/De mémeonasiB=G

F)Azgc;-l-AHG/\P(S)

2.3.2.3 Le théoreme de K(ENIG relatif moment cinétique

Ona:aS/R) = [[[; AM A V(M/R)dm.
D’apres la loi de composition des vitesses entre R et R * on a :
—

- - — — - = -
Va=V, +Ve= V(M/R) = V(M/R) = V* + V(G/R) + O A GM

- - =
Sachant que : Q(R*/R) = Q = 0 alors a

— — o=
V(M/R) = V(G/R )+ V*

>
Il en résulte que \‘f\
&
UA(S/R)—fffmA V( dm+ff AM A V*dm
& S
S
Puisque : 5
- [, AM A V*dm =2, o
O
- [, AM AV(G/R )dm= [[[, AG AV(G/ é)dm+ff GM A V(G/R )dm
g9 s
23 >

0

Il en résulte que :(Théoreme de KCElSr’“I\G relatif au moment cinétique
~

S
Pa(S /R) =T + AG AMV(G/R)

~
Remarque- 9 : g
>

A=G=0s(S/R)=7"

4
$
‘Relation importante a retenir
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2.3.3 L'énergie cinétique d’un solide

2.3.3.1 Définition I’énergie cinétique

1
on a dE; = ET/)Z(M)dm donc

EL(S/R) = = f f f VZ(M)dm
2 J)JJs
Application 4 :

Calculer I’énergie cinétique d’une barre (m,l) en rotation autour de son extrémité.

1
E(S/R) = mI292 = %

Soit A un point quelconque du solide
. 7 . ﬁ H ﬁ .
le torseur cinématique donne V(M) = V(A) + Q A AM ce qui donne

E«(S/R) = %fffs V(M).(V(A) + G A AM)dm

EC(S/R):%V(A).fffS 7(M)dm+%3.fffs AM A V(M)dm

il en résulte que

ce qui donne

E.(S/R) = %[T/’(A)._F?(S/R )+ O]

Cas particulier important : A =G

Q
1
E.(S/R) = [mVZ(G) + 0| = E[mT/’Z(c;) + 0]
K
g
2.3.3.2 Le théoreme de KENIG relatif @/l’energie cinétique

~
~N

_)Soit :
- V(M /R) la vitesse du point M dans le r?rentlel R.
-V (M) la V1tesse du p01nt M dans le rqgérentlel barycentrlque R
Sachant que V(M/R) = V(G/R )+ A (I\zﬁ puisque (Q(R IR = O)
Donc Eo(S/R ) = fffs V(G/R )dm+\ IR V*Z(M)dm+fff3 V(G/R)N*(M)dm
Comme
- = fffs VZ(G/R )dm = EC(G) I ea%rgle cinétique du barycentre affecté de la masse to-
tale q\/
H ﬁ Ve g . 7 . .
- = fffs V*2(M)dm= E; l’energ'le cinétique barycentrique.
fff V(G/R)N*(M)dm = v<§J/7z) s V*(M)dm = V(G/R ).mV(G/R *) =

D’ou le théoréme 5

445

Bo(S/R) = B(G/R) + Eo(S /R ") = EL + %mVZ(G /R)
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2.3.4 Le moment d’une force

On rappelle que le moment d’'une force F appliqué sur un point matériel (M, m) est

— — -
Mo(F)=OM AF

. . N 7 ﬁ
Pour un solide S soumis a la résultante des forces F

ﬁo(F):fffSch’Ad?

q Ve Ve . V4 . "
Avec dF la force élémentaire exercée sur le point M. On montre de méme que

— —

— -
Mpa= Mg+ ABAF

Si la résultante des forces F est nulle ; alors le systeme de forces est équivalent a un
couple.

On appelle couple de forces un systeme de forces dont la résultante est nulle et le mo-
ment est non nul (indépendant du point).

Exemple : Calculer le moment de la résultante des forces exercée sur un dipoOle électro-
statique rigide par un champ extérieur uniforme .

Remarque- 10 :
Dans une liaison pivot (rotation autour d’un axe) : Q
» Si le couple présente le sens du mouvement : Gouple moteur.
~
» Si le couple présente le sens contraire du meyvement : Couple frein.
S
<
~N

g
2.3.5 Mouvement d’un solide autoyir d'un axe de direction fixe

2.3.5.1 Cinétique d’un solide ayant un ﬁzint de vitesse nulle

. \ % . ﬁ ﬁ . .
On suppose que le solide (S ) possede ﬁh point A tel que V(A/R ) = O; si non on fait

I’étude dans le référentiel barycentriqueqé/t A =G etdonc T/)(G/R ) = 0
O

’

L
2.3.5.1.1 Le moment d’inertie. Thoréeme de Huygens

~
<
~

2.3.5.1.1.1 Le moment d’inéftie d’un point matériel M
Soit A une droite et M un point ml@fériel de masse m dis-

tant der = HM avec H la projegﬁon perpendiculaire de A
M sur A. g
On appelle le moment d'inertig%A du point M par rapport H
a A I’expression &

(%/ M m)
Jax = mr? (kg.n?)
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2.3.5.1.1.2 Le moment d’inertie d’un solide par rapport a un axe
On subdivise le solide en des points matériels élémen- A

taire de masse dm et par conséquent

Ja :fff r2dm
(S)

Exemples :Voir photocopie

2.3.5.1.1.3 Théoreme de Huygens
Ona:

3y = [[[r?dm = J, = [[] AM2dm A e
OrHM=HH +H'M

—_— — —
= Ja :fffHH’zdm+fffH’M2dm+2fffHH’.H’M dm

Puisque :H'M = H'G + GM alors
[[[ARFM dm= [[[ AH.H'G dm+ ﬁﬁ’fffc—;m dm=0
1 e

=0(déf de G)
Il en résulte le théoréme de HUYGENS

Jr = Jac +md2

2.3.5.1.2 Le moment cinétique 9

Ona iFa(S /R) = [[[ AM A V(M/R) dm 5
Puisque le solide est en rotation autour d’un Q&e A fixe
alors A est un point de A d ou : g
V(M/R) = V(A/R) + O A AM = V(M/R) @A

Donc O'A(S/R)_fffAM/\(Q/\AM)dm 5’

Sachant que 1 A (2 A3)=2(13)- 3(12) aloﬁé

Fa(S /R) = [[[(AM2dmM)S — [[] AM.(AM. @’dm

Or AM = AH + HM avec AH.Q = wé’et HM L O ainsi

AH = AHe,

Ga=| ] AHZQdm+fffHMZQdmszf(mm)ﬁdm] | [T AH AR dm+ [[](AH.S)HM dm+
7 H

S EH)AM ar &
Q/

= aA_fffHMZQ dm+fffAﬂ,TwTa)A dm - fffAH “w8, dm- [[[(AH.G)HM dm
— TS /R) = (fffHMde)é“ [[[(AH-G)HM dm

On pose I

I :fffmzdm:fffrzdm (mPkg)
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Moment d’inertie du solide (S ) par rapport a I’axe de rotation A

avec r la distance de M a l’axe A.

Donc
fffmza dm=J, O(S /R)

f f f (AH.Q)HM dm = f f (AHw)HM dm = Ga,

Ainsi

Il en résulte que

PA(S /R) = Jp O — Farn = JAB—ff (AHw)HM dm

On retient que : Pour un solide en général le moment cinétique d’un solide par
rapport a un point fixe A n’est pas colinéaire avec le vecteur instantanée de ro-
tation.

Cas particuliers importants :
» Solide plan perpendiculaire a A =— A = H donc

F)A = JA 5 A)
» A est un axe de symétrie mateériel M’ H M
—_— = — —> ?A
(AH.QHM dm= 0 Q
o5
<
2 a 2 s’annulent ) N
On appelle o, la projection du moment Cinetiquéfen A sur I'axe A
Y
OA = E-)A-@A
<Y
<

Donc

\J

2.3.5.1.3 L’énergie cinétique
1 s
Ona:E = 5fffv (M) dm
- = - — — =
Or V(M) = V(A) + Q A AM = MA A&

/ 1
Ainsi : MA = MH + HA ce qui donfie E, = Efff(m+m)/\3)2 dm
g

$
%)
~
~
3
g

— =
Et puisque HA//Q alors

1
EC = EJA (1)2

Q
C’est I’énergie cinétique d® rotation autour de l'axe A
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2.3.5.2 Mouvement d’un solide en rotation autour d’un axe fixe dans un réfé-
rentiel galiléen

Considérons un solide (S) en rotation sans frottement

2.3.5.2.1 Théoreme scalaire du moment cinétique

—_
Q

(R

Soit O un point de A.
H
/' Mo(R)=0
ﬁ
v To(S/R)=J, Q =J, w€

v Le théoréme du moment cinétique donne
dE')OJ_ d?o —
+ = F
dt/R  dt/R 2. /;AO( o)
Ce qui donne I’équation différentielle \03(
v\_/
dw
Ja 5o = D Mo
~
g
2.3.5.2.2 Théoreme de I'énergie cinétique
= S
dE. 4
Calculons : Q
dt K
— —
dE. 1 d

ﬁ
dv? E N
=5 Ml ~g-dm= —= = [[f; YM):Z(M)dm
Or R est galiléen donc &@(M)dm = i{,%(M) = dl—:)ext + dl—:)im ce qui donne :

<
SN

dE 4 — — —
E&\/&fffg V(M).(dF ex + dFin)

~
v.
~
N

Puisque P i = fffS V(M).dl_fg( = 0 d’apres le principe des actions réciproques d’ou

G

Q —
Q(.’)
(@)

a e

16 février 2015 elfilalisaid@yahoo.fr



2TSI/MP(Béni Mellal) 2.4. APPLICATION : LE PENDULE PESANT (CNC 2014 MP P1)

Théoréme de la puissance cinétique

Par intégration on obtient le théoreme de 1’énergie cinétique

—
AEC:(Wext

2.3.5.2.3 Théoreme de I’énergie mécanique
sionpose W =W, + W

Avec :

- W &, le travail des forces conservatives.

- W NC le travail des forces non conservatives.

et puisque W §, = —AE, alors

AEm = A(B + Ep) = W NS

C’est le théoreme de 1’énergie mécanique

Remarque- 11 :
Si le systéme est conservatif alors W Y$ = 0 alors I’énergie mécanique se conserve

W =0= E, =cte

2.4 Appllcatlon le pendule pesant (CNC 2014 MP P1)

Etide i peaine ; CNE #2014

1- Un référentiel R est dit galiléen s’il vegﬁe la premiere loi de Newton( principe

d’inertie) : \\7\_/
Dans un référentiel R si un point ﬁ%terlel isolé ou pseudo-isolé et son

mouvement par rapport a ce referentléi est rectiligne uniforme alors
le référentiel R est galiléen 44/

2- Le référentiel terrestre est un référentiel lié a la terre.
- L'expérience de pendule de Foucault.9
- Sila durée de I’expérience est tres né%ligeable devant la période de rotation de la terre
autour d’elle méme (un jour) alors (m peut approximer le mouvement par une droite et
par conséquent le référentiel terreéftre est considéré comme galiléen.

3- Liaison pivot parfaite de %’entre O est une liaison qui provoque un mouvement
de rotation autour d’un axe pass§nt par O sans frottement.
Conséquences : ‘4/
- la vitesse de O est nulle T/)(%%R) -3
- Le moment des forces projgté suivant oy est nul My, = 0.
- La puissance des forces dé? contact est nulle Peontact = 0
- Le systeme est conservative et I’énergie mécanique est constante
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4- Le moment d’inertie du pendule par rapport a I’axe de rotation (Oy)

1 1
Jp = §mr£2 + émD(a2 + 20)

5- » Le vecteur instantanée de rotation :

Q(P/R) = &

» Le vecteur position du barycentre

£ My + 2mp
@:E(m+mD)€

» La vitesse du barycentre

mr + 2Mp )é@

¢
V(G/R = 5 ——

6-
» Les caractéristique de la poussée d’Archimede :

- Point d’application : barycentre C :

- Sens : vers le haut.

- Direction : verticale.

- Module Fa = p4rgVp

» Comparons Fp et le poids P o§§
_A = pairg VD = Par <]l=FaxP
P PpenduledVD P pendule
~/

<
C’est a dire que la poussée d’Archimede ea}‘]’ négligeable devant le poids du disque.

7- =
g Bilan des forces : Qé?i
- _P) le poids du pendule. (494/
- R réaction de I'axe. &
» Le travail de chaque force : §'
- W(T?)) = 0 : liaison pivot parfaite. \\f’)
- W(ES = %gf(mr + 2mp)(cosé — cogz)
» T.E.C donne f?/_) N
AE. :jW(R) +W(P) = -AE, = AE, =0

\ \/-
Donc le systeme est conservgtlf.
» L'énergie potentielle 5\

o
O
O

1
Ep, = ng(mr + 2mp)(1 — cosb)

16 février 2015 elfilalisaid@yahoo.fr




2TSI/MP(Béni Mellal) 2.4. APPLICATION : LE PENDULE PESANT (CNC 2014 MP P1)

8-
» L'énergie cinétique( rotation autour de O)
l - 2

» L'énergie mécanique

1. 1
Em = EJpez + zgﬁ(mr + 2mp)(1 — cosb)

9- L'équation différentielle : Puisque le systeme est conservatif; donc par dériva-
tion de I’ énergie mécanique on obtient

.1 .
Jpf + Eg{’(mr + 2mp) sinf = 0

L'existence du terme sind dans I’équation différentielle rend le systéme non linéaire.
10- TMC en O point fixe donne par projection suivant oy :
- = >
- 0-0 = Jpgey = 0-0”
- = .
- Mo(P) = —(my + mp)gOG sinde,
ce qui donne

do,
dt r

1 .
= Mo(P) + Mo(R) => Jo0 + ~9€(mr +2mp) sing = 0

%)

~

~/
11- Le mouvement du pendule est oscillat(zz'kfe si le systeme est dans un état lié

L

1
Epmin = Ep(0) < Em < Epmax = Ep(r) = Eo = Epmax = Ep(7) = gf(mp + émr)
é

» Pour E,, < E, et puisque E; est paire @1 fonction de 6 alors il existe deux valeurs (
dans l'intervalle[—x, 71]) Oy, et Gm telle quqflé <En<E,
» Expression de la période T : Q
1
Ona:En=E+E,= Epn= EJPHZ += g@'nr +2mp)(1 - cosb) et puisque E,, = cte = En(t = 0)
donc

1. 1
EJpHZ + ng(mr + 2m5§‘21 — cosh) = ng(mr + 2mp)(1 — cosb,)

Ce qui donne ‘4\/

- 4 2m
6 = L ]94mr + 2mp) (mr + 2mp) \/cosd — cosb,

Q/
S
%

4 Jp fHO do
- gt(mr +2mp) Jo  +/cosd — cosb,
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2TSI/MP(Béni Mellal) 2.4. APPLICATION : LE PENDULE PESANT (CNC 2014 MP P1)

12- » Portrait de phase :
» Pour E,, > E, on a un mouvement de révolution autour de O.
» Position d’équilibre stable correspond au centre des courbes fermées.
» Position d’équilibre instable correspond a l'intersection des trajectoires de phases
(croisement des courbes).

13- L'énergie potentielle est harmonique si 6(t) est harmonique ( faibles oscilla-
tions)

| 60(t) = Ore COS@Ot + ¢) |

o = gt(mr + 2mp)
? 2Jp

» La longueur du pendule synchrone L
Les deux pendules ont méme périodes donc méme pulsations propres et par conséquent

Avec

2:M:L:L
L 2J, (Mmy + 2mp)

14-
15- Courbe sinusoidale dont I’amplitude décroit légerement d’'une fagon exponen-
tielle (et non linéaire) du a I’existence du frottement visqueux du a I’action de I'air sur le
disque .
» Régime d’évolution : Pseudo-périodique. 0;?0
16-
16.1- Le T.M.C projeté suivant €, :

<
RN
I
sachant que WI)O(I—:)) = —at?0e, alors g
~
>

. .1 .
Jo0 + al?0 + zgé’(mr +2mp)d =0= 0+ B0+y0=0

@’
Ce qui donne M
al? 1 _
B=——[T" : v=57-glmr +2mp) [T~
Jp 2Jp
16.2- La polynome caracgé?ristique est r? + r + y = 0 donc les solutions sont :
oo
< B+ VA
NS Mp=——F
J 2
avec A = 82 — 4y ce qui dongg

&

ot) = exp(—ﬁt/Z)(Aexp(gt) + Bexp(—%t))
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2TSI/MP(Béni Mellal) 2.5. AUTRES APPLICATIONS

Il en résulte que

=IN

» Les différents régimes :
- Si A > 0 Régime apériodique, 6(t) décroit d’'une fagon exponentielle sans osciller.
- Si A = 0 Régime critique ,0(t) décroit rapidement vers la position d’équilibre sans oscil-
ler.
- Si A < 0 Régime pseudo-périodique 6(t) oscille avec une amplitude qui décroit d’une
fagon exponentielle

2.5 Autres Applications

Correction du concours CCP T8T 2009

2.5.1 MOUVEMENT D’'UNE BARRE HOMOGENE

2.5.1.1 Ftude cinématique du mouvement

OA = 2L sinde,
P~ —
OB = 2L cosde,
AB = 2L (- sinde, + cosde))

Q
Relation de Chasles donne le§‘—resultat
oG = L(singe; + cos@ey) 5/
9

= (2L - r) Sind&, + I CGSHE,))

%eé@e@éé@

i ~N
Ona:xp=(2L-r) Slr‘é/et yp = I COSH ce qui donne
>
&
X5 @ y_%

+ =1
2L )2 r2
( ZZ)

Donc la trajectoire du point P est une éP'lipse.
Ona:r=L/2=5a=3L/2eth=1/2

:

ol
oo Yp
~
3
~
\ M_\
[ — T T T T X
-4 - -1 1 3 ’F
E: -
& -2~
@)
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2.5. AUTRES APPLICATIONS

Vg = (Va - 2L cosd)E, — 2L sinde,
- .
Vg.€ = =
KV —
Vg = -V tande,
KV ; — L
V¢ = L6(cosde, — sinde))
Vv
Vo = 5@ - tande)
Qg = L[(f cosd — 62 sinb)e;, — (6sind + 62 cosh)e) ]
KV ; — s
Vp = 6[(2L - r) cosdey — r sinde)]
Vv
T/)P = Z[(ZL — 1)€; - r tandg)]

\Y
» Pourr = L=>7p: 5 ex—tan9€;):7@

» Pourr = 2L =>T/’p = —Vtan@@ :T/)B

2.5.1.2 Etude énergétique du mouvement , relation entre V et 6

-2 - -2 -
On a: RA.VA:OGt RB.VB:O

;

Q
Ep = +Mgyc <
— TR -
dE, = Mg.dOG = E, = @gye(+cte =0=
N
E, = MgL cos# 4;
~
&
Q\/\’ 2
En=E.+E Em= MgL cost
m=EetEp = 3 g " Bcogo

Absence de force$ non conservatives alors E,, = cte
&
En = cte= En(t£0) = MgL
O

Q
<
V2 = 6gL cog’e(l — COSY)
"o 3g 5
0° = — (1< cosb)

2L P
b= 29 sin

“ad”

§

2.5.1.3 FEtude dynamiqg;% du mouvement, verification de I’hypothese initiale de
contact de la lﬁrre avec le sol et le mur

Efe :dé%[sin (3 cos — 2)6; — (1 — 3cog 6 + 2 coh)E)]
16 février 2015 elfilalisaid@yahoo.fr
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2TSI/MP(Béni Mellal) 2.5. AUTRES APPLICATIONS

MQG = M_g> +|_Q)/_\ + +_R>|3
3Mg .
Rg = Tg sing(3 cos — 2)e;
M
Ra= 7/ (1-3cos)g
Il faut tenir compte du frottement.
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2.5.2 OSCILLATIONS MECANIQUES

Corréction du concours CCP TSY 2005

Premieére Partie :Oscillations d’'un pendule simple

2.5.2.1 FEtude dynamique : équation différentielle du mouvement

-2 =
Bilan des forces: P et T

dt;(%) = mL20g, = /T)/(o(_F;) + /T;(o('_l')) = —myL singe, et par conséquent

0+ =sing=0
L

o

0 est une position d’équilibre = 6 = 6 = 0 ce qui donne sind = 0 donc
les positions d’équilibre sont 6 = 0 et 6 = 7.

» Au voisinage de § = 0 = sind ~ § donc 0 + %6) = 0 équation diff caractéristique d’un
oscillateur harmonique et par conséquent 6 = 0 est une position d’équilibre stable.

» Au voisinage de 6 = 7 on pose 6 = ¢ + 1 = 6 = { ainsi sind = — siny donc § — %g& =0
équation diff dont la solution est exponentielle qui diverge et par conséquent § = x est
une position d’équilibre stable.

2.5.2.2 Petites oscillations

0

N .
petites oscillations donc sing g)é) ce qui donne 6 + w?f = 0 donc oscilla-

:

teur harmonique.

» la pulsation propre w, = \/%

N
q
g
~
s
- L Y
» la période propre T, = 21 \/j éu
9 S
O(t) = 6, COSwet g

La valeur maximal%cgfe la vitesse vmax = Lwobo = 0, VgL

R

Representation gl@phlque

o)

o
~
\/
4,
3,
2,
\/
1+ N
~
0 —
) 10 [11 12 \13 14f 15 16t
-1 ~
-2+ 4((/2)
_3,
o
N C)
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2TSI/MP(Béni Mellal) 2.5. AUTRES APPLICATIONS

Amortissement par frottement fluide

Th
s+ —0+209=0
m L

> 6(t) = Ce™" cos[Qt + ¢] avec :

1 h
[} = —
2m
e Q= \wi-A°
/12
.CZQO 1+§

A A
e tany = ) = p= —arctanﬁ

» Representation graphique
o(t)

11 12 13 14 15 16 17

2.5.2.3 Aspect énergétique

L
o
<
S
Q
N
E. = M7 g
2 &
Ep = —mylL cosf g
6+ L sing =0 f

1
SaChant que cog(wt) —&(1 + COS(2vt) alors T) = 2T0
— = p(¥) 39 mL26(0 + = SIn@) = —hL2? ce qui donne

%i 9+—sm0 0

Deuxieme Partie :Rotation d un pendule composé autour d’un axe fixe

N

Q/
2.5.2.4 Moment d’inertie gu pendule composé

Q)
&
g LR +L2

QJ:|1+\]1:§m +L(m+rTf/3)

16 février 2015 elfilalisaid@yahoo.fr
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2.5.2.5 Etude dynamique : équation différentielle du mouvement
-2 2

Bilan des forces : P et R

L'équation diff

.. L2m+ m) .
9+Msm

60=0
2]

) B

On a 0 faible donc sind ~ § ce qui donne

- gL@m+n
g gHzmEm)

0
2]

équation diff d’un oscillateur harmonique

. gL(2m+ n)

» La pulsation propre : w; = —
» La période propre : T = 21 2J

P PropTe = 1= gL(2m + )

2.5.2.6 Simplification : retour au cas du pendule simple

2.5.3 ETUDE D’UN PENDULE

CORRECTION DU CONCOURS NATIONAL DEUE 2005

MECANIQUE

S§

X
@ Les coordonnées du centre de grav('bf,ié G du pendule (S) :

~
T4r
0Gz —%

gl

<
@ La vitesse du point G lid’au pendule (S) :

~

&
y - 4r .
3 VG/R) = .00
Q\/ JT
S
%\

@ 'accélération dupoint G lié au pendule (S) :
&

I'(G/R,) = 5(9!/1 — 0°X1)
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@ La résultante dynamique du pendule (S) :

%
R - MT (G/R) = 37T(9!/1 6°%1)

@ L’action d e la pesanteur sur le pendule (S) :

B = Myg(costx; — sindy;)

@ Le théoréme de la résultante dynamique et I’appliquer au pendule (S).

dB
dt/R

%
=P+R
Les coordonnées X et Y de la réaction :

X

4r .
—M(g cosf + —6?)
3
Y

. 4r ..
M(g Sing + —6)
3n
@ Le moment de I’action de pesanteur au point O.

4r .
Mo(P) = OB AP = —— My sindz,
3 &
%)
N
Le moment cinétique du pendule (S) par rapport au point O :
a
E;(S/R 0) = T:O//\Y}\-:/ |a = IH?O
ol
N

%
@ Le théoreme du moment cinétigue appliqué au pendule (S) au point O.
&

dL, — c . A _
R Z Fi) = 10 = —§Mg5m9

EY
@ L'équation du mouvement du pendule (S).

oo
;. AMgr .
T 6+ =L sing=0
Q\// 7Tl
N
%
@ L'énergie cinétiqité T du pendule (S) dans son mouvement
Qéu 1
© T = 2162
2
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2TSI/MP(Béni Mellal) 2.5. AUTRES APPLICATIONS

Le travail W, des forces extérieures appliquées au pendule (S)

W, = W(P) = +Mgh = MgOG(1 — cost)

Le théoreme de la variation d’énergie cinétique dans le cas d’un solide
AT = > W(F)
i

L’équation du mouvement du pendule (S).

& ©

Mgr
T

sind=0

. 4
En=cte= 16+

S

Integration de I’équation dans le cas ou l'angle # assez petit au cours du

temps.
Mgr
o(t) = 6,cos 9t
3l
La période T des oscillations;
T 3l
AMgr
Q
Application numérique : o
~/
<
T =0,243§) (9
g
~

®

S
La longueur L du pendule sim@\é synchrone
S

> | =12cm
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CHAPITRE 3

LTHERMODYNAMIQUE D'UN FLUIDE EN ECOULEMENT
PERMANENT DANS UNE CONDUITE

3.1 Description d’un fluide en écoulement permanent
dans une conduite

3.1.1 Modele du fluide

» Un fluide (liquide ou gaz) est un systeme matériel composé de nombreuses parti-
cules "libres" de se mouvoir les unes des autres capable de s’écouler.

» Ordre de grandeurs :
Considérons le méme volume V, = 1 mm’ d’ea@ et de l'air a la méme température
T, = 25°C et la méme pression P°=1 Bar. o
Déterminons dans chaque cas le nombre N de g?irtlcules contenu dans le volume V,.

e Cas de l'eau : 4?/
g
m N Vo AN
n= — = — N =N > N =3,3410%
M Na ATV :
g
e Cas de l'air: »
@)
0
PV, N PV, AN
n= — N=N > N =2,4310%
RT. Na A RT, :
N

On retient que pour un Volumej'nacroscoplque élémentaire, renferme un nombre tres
grand de particules. <
Par conséquent, il est inutile (ﬁ décrire le comportement de chaque particule.
Par la suite on adopte une egérelle tres supérieure a 1’échelle microscopique et trés faible
devant 1’échelle macrosco@que C’est I’échelle mésoscopique.

» A I’échelle mesoscoB/?QIue les grandeurs intensives sont nivelées, c’est a dire toutes
les particules ont memeQ@aleurs

63



2TSI/MP(Béni Mellal) 3.1. DESCRIPTION D’UN FLUIDE EN ECOULEMENT PERMANENT DANS UNE CONDUITE

T(M, 1) = %fffAVT(Mi,t)dV

» On appelle particule fluide un ensemble de particules contenu dans un volume a
I’échelle mésoscopique qui entoure le point M.

3.1.2 Grandeurs lagrangiennes.grandeurs eulériennes

Soit un fluide en écoulement

3.1.2.1 Méthode de Lagrange

%)
~
~
<
g
@

On suit I’évolution au cours du temps d’unq;i)articule fluide M a partir d’une position
initiale M, donc Q\/\/
_— = S — —
OM = OM(t) avee: OM(t = 0) = OM,
&

Par conséquent les variables de Lagrang%) sont le temps t et les trois coordonnées a
—
I’origine X,, yo €t z, de OM, (4}

Q
23
3.1.2.2 Méthode d’Euler $

X/ —
Elle consiste a décrire la reparﬁ‘aon des vitesses V de toutes les particules fluides a
un instant t donné c’est a dire s’fﬁtéresser aux vecteurs vitesses en suivant le mouve-

> —
ment. donc pour la particule ﬂugfe M tel que T=OMona
Y

S
S V =V(,1)
&

Ve . Q/
Il en résulte que les Varlab;{és d’Euler sont OM =T et le temps't.
@)
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2TSI/MP(Béni Mellal) 3.1. DESCRIPTION D’UN FLUIDE EN ECOULEMENT PERMANENT DANS UNE CONDUITE

_)
A t fixé, I'ensemble des vecteurs vitesses V forment un champs de vecteurs appelé
champ des vitesses.

Ecoulement de poiseuille :
Dans une conduite cylindrique de rayon R et d’axe oz, le champ de vitesse est donné
par:

- N r2 _5
V(M) = V;& = Viey(1 - @)ez

|

3.1.3 Deéfinitions

~/

N
~
R&Marque &

La trajectoire est une notion lagrangienne par contre ligne de courant est une notion
eulérienne

3
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2TSI/MP(Béni Mellal) 3.1. DESCRIPTION D’UN FLUIDE EN ECOULEMENT PERMANENT DANS UNE CONDUITE

» Soient les écoulements suivants :

Ecoulement laminaire Ecoulement convergent

Ecoulement divergent

On considére un écoulement plan défini par le champs des vitesses
V = — grad [a(@ - 12)] a>0

1/ Déterminer le champs des vitesses.
2/ En déduire I’équation des lignes de champs.

<oonse - S
Réponse : 4%/
&
1/ Champs des vitesses : (c)z
V\Cgf V, = 2ay
Ky
2/ I'équation des LDC &
@x _ dy == Xv = cte
’ = — V=
5?’ Vi V,

3.1.4 Débit massiqu%i Débit volumique. Conservation de la masse

&
Soit un fluide occupant é—?‘l fluide V, délimité par la surface X, dont la masse a l’instant
t est m(t). ©
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2TSI/MP(Béni Mellal) 3.1. DESCRIPTION D’UN FLUIDE EN ECOULEMENT PERMANENT DANS UNE CONDUITE

(Zo, Vo) E=—=t- 43 - dsn
- -
d¢ = Vdt

Soit dm la masse élémentaire qui quitte la surface élémentaire dS pendant la durée dt
occupant le volume dr.

On appelle débit massique la masse qui traverse une surface par unité de temps
dm
Dnhn=—/—=m
™ odt
L’unité du débit massique est kg.s™*
dr
Sachant que dm = pdr alors Dy, = [
On pose :
dr
Dy = —
V7 dt

Dy est appelé le débit volumique son unité est m3,s7*

.S”
p Q
Il en résulte que

<
| Dm=pDy |
<
Remarque- 12 : g
1- Dy, représente la masse du fluide qui tra}lferse la surface dS par unité de temps par
contre Dy représente le volume du fluide gilli traverse la surface dS par unité de temps.
2- Pour un fluide incompressible (p = C@ en régime stationnaire alors Dy, = cte ainsi
Dy = cte ce qui donne Y

Q
L
| m(t) = Dy(t - t,) ainsi V() =Dy(t-t)) |
) N
3- En régime permanent : NG
M
&
oo
~
%
=D S = Dl = D2

~

Q

J
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2TSI/MP(Béni Mellal) 3.1. DESCRIPTION D’UN FLUIDE EN ECOULEMENT PERMANENT DANS UNE CONDUITE

Analogie avec le courant électrique :

- Circuit série= |1 = |, :

- Circuit parallele = | =1, + |,

Soit dm la masse élémentaire qui traverse la surface élémentaire dS pendant le temps
dt.

Cette masse dm est contenue dans un cylindre élémentaire de volume dr tel que dr =
ds.a

Avec (T% = T/)th ; T/),: représente la vitesse d’écoulement du fluide.

Donc d®m= pdr = d®m= pvp.d_S)dt ce qui donne en posant

-
J =

_)
pVE

Vecteur densité de courant; son unité est kg.m=2.s™*.
Il en résulte que

dem - = dm - —
W_ JdS:Dm—H_\ﬁ;JdS

-
On retient que le débit massique représente le flux du vecteur densité de courant | a
travers la surface X.
Faisons un bilan de masse entre l'instant t et t + dt

—_— m(t+dt) dm1

N
{
g
~

s
La conservation de la masse se traduit macr%%opiquement par
S

m(t) = m§+ dt) + dm

4
Or: QO
-m(®) = [[J, (M, t)dr \QP
-m(t+dt) = [[[, o(M, t + dt)dr 3

- dm = Dydt = ¢ ].dSdt 3

- &

Sachant que pour tout vecteur A ona:
_)
A

as f f div Adr
b V()

%
Ce qui donne pour tout volulée Vona:

&
fﬁ(p(M’”di_p(M’t) +div)dr=0
\Y
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2TSI/MP(BénisM ella&BGETIQUES DES FLUIDES EN ECOULEMENT LAMINAIRE STATIONNAIRE DANS UNE CONDUITE

Et par conséquent 1’équation locale de la conservation de la masse s’écrit :

- op(M,1)

div j + 50 0

Remarque- 13 :
1/ pour un fluide incompressible p = cte si D, = cte alors Dy = cte 2/ En régime station-

. oX
naire (ﬁ =0)ona:

%:Ozdiv_f:o

- . \ ‘ <
Le nombre de vecteurs | qui entre a la surface fermée X est égal au nombre de vecteurs

-

] qui sort de X

Pour un circuit :

- Paralléle : D = Dy + D, = Su = Siu; + Souy

- Série : SU = su = s>S=U>u
s<S=U<x<u

3.2 Energétiques des fluides en écoulement laminaire
stationnaire dans une conduite

3.2.1 Fluide parfait.Fluide newtoniens

<
Considérons un fluide en écoulement dans ué% conduite

Definiti 3T
> Fluide parfait

Un fluide en écoulement dans une conduite est parfait si toutes les particules fluides
de la méme section ont méme vitesse

&

S
S
g’

&

Fluide

<l

3
g

7g )
< Conduite
3
J
Y
<
Remarque- 14 :

[emarque- S
On appelle fluide newtonijé‘) (visqueux) un fluide qui n’est pas parfait.

O
Q
En effet : Considérons th écoulement newtonien parallele a ’axe Ox
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L'expérience montre que

Avec :

- S : surface de contact en m?.

- nn ceefficient de viscosité ou viscosité dynamique son unité est Pa.s= Poiseuille.
- On appelle viscosité cinématique

y=1  (ms?
0
Quelques ordres de grandeurs :
T=20°C n(Poiseuille) | v = Q=(m2.s‘1
0
Eau 1073 10°°
Glycerine pure 0,93 0,6310°°

Mercure 1,554 0,114710°
Ethanol 1,20.10°3 1,51.10°
Benzéne 0,62510° 9 0, 74110°
Glycerol 1,49 4 1182

v\_l
Remarque- 15 : g
Pour les lubrifiants (huile des moteurs) : Q\/

~/

B

~/

C 10W40

Huile Moteur
\\Semi-synthétique

<
N

La viscosité de I’huile est une me\sﬁﬁre de résistance a I’écoulement d’un fluide. La visco-
sité d’une huile moteur s’expringlgpar 2 grades. Un grade a froid et un grade a chaud.
Le grade a froid se situe devaﬁ la lettre W. Dans l’illustration ci-contre, le grade est de
10. Le grade a chaud se situt?;%prés la lettre W. Dans le méme exemple le grade a chaud
est de 40. W est la premiére Ql‘/@ttre du mot anglais "Winter" (hiver).

Le premier grade traduit 1§°viscosité dynamique a froid : la capacité a démarrer le mo-
teur et a amorcer la pomp% a huile :
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OW : env. -30°C
5W : env. -25°C
10W : env. -20°C
15W : env. -15°C

Le 2eme grade traduit la viscosité cinématique a chaud (100°C ) : 20, 30, 40, 50, 60.

- Plus le nombre est élevé, plus épais sera le film d’huile a chaud. Il favorise la protection
et I'étanchéité.

- Plus le nombre est bas, meilleure sera la réduction de frottement a chaud. Il favorise
les économies de carburant.

Afin d’assurer une protection immédiate a chaque démarrage du moteur, le choix du
grade de viscosité a froid est primordial. L’huile la plus fluide est la plus rapide pour le
temps de mise en huile du moteur.

Retenons que la viscosité dépend de la température :
- Pour les liquide elle diminue lorsque la température augmente.
- Pour les gaz elle augmente lorsque la température augmente.
En réalité au voisinage de la conduite qu’on la considere fixe par rapport au référentiel
d’étude R

Couche___

Fluide

Conduite 2
3
~

Au voisinage de la conduite (dans la zone 11m1te3’

- La particule fluide ne peut pas pénétrer dans ‘l‘a conduite et par conséquent V, = V m=0
- Avec ou en absence de glissement on a pertéyd énergie et donc diminution de la vitesse.

Y
< Couche limite

On appelle couche limite la zone situé au voisinage de la conduite ot on a diminution de
la vitesse.

4/@\

rque 2)

Pour un fluide parfait la largeur de la couche limite est nulle

Fluide parfait = & — 0

N
%\
I
Jg
S

Application 5 :
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Viscosité a bille

Un tube cylindrique vertical en verre contient le liquide de viscosité n a déterminer.
Une petite bille sphérique de rayon r, de masse volumique p , est lachée sans vitesse
initiale dans le fluide a sa partie supérieure. Soient p, la masse volumique du liquide et g
I’accélération du champ de pesanteur. Le diamétre de la bille est supposé tres petit par
rapport a celui du tube; on utilise donc pour la force de viscosité exercée par le fluide
sur la bille la formule de Stockes

T; = —671an/)

1- Ecrire I’équation de I’évolution de la vitesse LY de la bille. Donner l’expression
du temps 1 caractéristique de cette évolution.

2- Déterminer la vitesse limite \7L en fonction de n et divers parameétres.

3- Application numérique :
On donner = 1mm, p = 7.9 x 1¥kgm™3; le liquide est la glycérine a 20°C pour laquelle
po = 1.26x 10°kgm~2 . On mesure expérimentalement l’intervalle de temps At entre les
passages de la bille a deux niveaux dont les altitudes different de 50cm. La mesure donne
At =28s. En déduire n en supposant que la bille avait , lors de ces passages, sa vitesse
limite.

REPONSE

1/ Bilan des forces (oz orienté vers le haut) :
P= mg = —§pﬂr3g€§

Q
4 S
‘T:)A = §P07Tr3g€ 2
- 4
-fg= —67rr77V§; &
RFD donne o
dv. 9y g
=+ 55V = 20— p)
dt  2pr 0
o <
Le temps caractéristique 4%’
2pr?
T =
1
2
2/ la vitesse limite Y
2gr?
V. = g— o _P)
n

~
3/ I’expression de la viscosité : g
>

L

2gr2(p — po)At AN
h= VAt = = (pghp")
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3.2.2 Surface de controle. Volume de controle

- On appelle surface de contréle une surface fermée au sens mathématique et non au
sens physique ; fixe dans le référentiel d’étude ; c’est a dire une surface a trois dimension
qui se laisse traversée par la matiere

// N
/ N\
\
—L’\ Surface de controle (&) —T—
RN -
AN
N 7

-~ —

Fluide en écoulement

On appelle volume de contréle V; le volume délimité par la surface de controle.

3.2.3 Bilan dans des écoulements unidimensionnels
3.2.3.1 Définition

On appelle écoulement unidimensionnel un @oulement dont le champ de vitesses,
ainsi que toutes les propriétés physiques locales\,/fdu fluide ne dépendent que d’une seule

coordonnée d’espace et du temps. Q\ff
Exemple
P @
~
B
~/

o

A —

>~ —

< —
—-
— x &

&
- O
L
=
g I
<
<
g
g

3.2.3.2 Bilan en régime stationnaire
<

~
Considérons une grandeg?’ extensive A (scalaire ou vectorielle) caractérisant le fluide
et a sa valeur massique done
&

Qé a(M t)—d—A=>dA—a(M t)dm
o 7 dm o
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sachant que

dm = pdr = dA = a(m, t)pdr

. DA
Evaluons DA la variation de la grandeur extensive A pendant le temps dt qu’on la note —

N®tation

dt

o dA = A= A(M)
o DA= A= A(M,1)

Pour cela considérons 1’écoulement unidimensionnel suivant

2R
Y-y

Entrée :(V; P1, a1) Sortie :(V5; P2, 212)

On a : DA = A(t + dt) — A(t) = DA = (a,dm, — a;dm,
Or

] dml = pldTl — dml = p181V1dt

o dM, = podr; = dmy, = p,S,Vodt

Donc
DA
v (22028:V2) — (210151 V1)
En régime stationnaire on a : 447(’4\
| Dm = p2S2Vo = p1S1Vh |
. S
Ce qui donne >
DA
— =Dp(a; — &
dt m( 2 1)

Valable pour toutes grandeclg@s extensives en régime stationnaire

~

v\_/
3.2.4 Applications :Bilansidivers

3.2.4.1 Conservation de la masse
<

S dm
On sait que la masse est ex@nsive aveca=— —=aq =a =1

dm
donc en régime stationnaire 5\
Q
Dm
o = 0252V2) — (0151V1) = 0= p2S2V2 = 151 Vi
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On retrouve la conservation de la masse.

Notons que pour un fluide incompressible p; = p, alors on retrouve la conservation du

débit volumique.

3.2.4.2 Bilan de quantité de mouvement

H
Une particule fluide de masse dm = pdr animée de la vitesse V par rapport a un
référentiel R possede la quantité de mouvement

— —
P

:di:>—:T/):a

dP

dm

Ce qui donne pour un écoulement unidimensionnel en régime stationnaire

3.2.4.3 Bilan de travail

3.2.4.3.1 Travail des forces pressante
On rappelle que le travail des forces press

S
antes est :

oW = -PSd¢ = 6W = —Pdr ce qui donne

Wep P _ a
dn  p
K Q
Il en resulte que <
DW ep - P P
— =Perp=Wep=(—-—=)D
at F.P F.P (,01 ,02) m
a
~
3.2.4.3.2 Travail des forces de pesantgﬁr
On rappelle que (oz orienté vers le haut) é"
=
dE
N
f
Vi '
=
~N/
Q:;Zl | Ve
A 2
S 1 1
) S
Il en résulte que &
&
O DE
& dtpp = Dm(z - z1)g
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Avec z; et 2 les altitudes moyennes des sections d’entrée et de sortie.
Notons que la puissance des forces de pesanteur

dt

Pp-p:(Wp-p: - = Dn(z1 — 20)g

3.2.5 Bilan énergétique. Aspect thermodynamique

Soit une particule fluide en écoulement unidimensionnel en régime stationnaire.

Sachant que :

odU:udm=>u:d—U
dm

1, _dE. 1,
.dEC—EV dm:>ec— am —EV
Alors
D(U + Ep) 1 1
- a— Z = Dp|(up + EVZZ) — (U + §V12)]

Le premier principe de la thermodynamique s’écrit donc

D(U + E¢ + Epp) : : .
° PP :(pr+(Wu+ch

dt
Avec DE,,
> Wopp=- T ~Dmg(z2 — 71)
' DEgp P Ps
" dt m(Pl Pz)

> (W : la puissance des autres forces autres qg§ la force de pesanteur et les forces
de pression c’est a dire la puissance des pieces mgbﬂes dans la surface de controle; dite
aussi puissance indiquée g
> ch :la puissance thermique. g
Ce qui donne 5?’
oy

1 P .
§V12+gzl+p—i)]:(Wu+ch

1 P
V24 gz + —2) - (g +
P2

Dm[(UZ + >

)
On rappelle que : 5

P
h=u+Pv=h=u+—

P
L T
puisque v = — ce qui donne g
P ~
J
1 1 1 .,
Dnf (Mo + 5V3 + g22) = (ha + 5VF +922)] = W u + Qun = DnA(h + 52 + 92)

“k/

Relation 1mportqﬁte valable pour un écoulement unidimensionnel
stationnaire
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3.2.6 Ecoulement adiabatique stationnaire

Ecoulement adiabatique donc ch =0.
On suppose de plus l’absence des pieces mobiles dans la surface de controle ( pas de
pompe) donc ‘W , = 0 ce qui permet d’écrire

A(h+%V2+gZ)=0=> h2+%V22+922:h1+%V12+gzl

Valable pour un écoulement unidimensionnel stationnaire adiabatique

1/ Si On néglige la variation de la vitesse V; ~ V, et la variation de I’altitude (z; ~ 2,) alors

on obtient

écoulement isenthalpique

2/ Ecoulement parfait : absence de frottement donc la viscosité est nulle=> écoulement
réversible et par conséquent isentropique.

1
La deuxiéme identité thermodynamique : dh = Tds+ vdP = dh = Tds+ —-dP
P

1
isentropique donc ds = 0 = dh = —dP et par intégration
0

Pll
h=| =dp
po P

)
Ce qui donne pour un écoulement parfait isent@pique
S

C
oY
Pl 1 P21 1
f —dP+ =VZ+gz = f —dP + V2 + g2
po P1 2 po P2 2
g
3.2.7 Ecoulement incompregﬁible stationnaire
Q _ po
. : : L O : P-P
Ecoulement incompressible statiennaire = p;1 = p, = p = cte ce qui donne h =
= p
et par conséquent \‘X
~
>
—+=Vi+g9gzs=—+=NV5+92 = A|l—+=V°+g92| =0 E
S TaVitea=—+oVotgz [pz g7 (E)
N

~
Valable pour un écgﬂlement parfait incompressible stationnaire

L’équation (E) peut s'écrirg/?\
Q

P 1
& — + V% +gz=cte
& p_2
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C’est I’équation de Bernoulli

dans ce cas le premier principe s’écrit

1 P : ) . .
DmA(u+§V2+gz+—+):Wu+Q:>Dm(uz—ul):‘Wu+Q
P

Si W » = 0 absence de pieces mobiles alors

Dm(UZ - ul) = Q

3.2.8 Perte de charge singuliere et réguliere

On appelle perte de charge dans une conduite la diminution de la pression qui peut
étre :

» Singuliere : elle est liée aux "accidents" ponctuels sur la tuyauterie : élargissement
ou rétrécissement brusque, coudes, vannes, robinets, clapets.

» Réguliere : dite aussi perte de charge linéique, elle est due aux pertes d’énergie
par frottement avec la paroi de la conduite et au viscosité du fluide.

Application 6 :
Etude d’une tu_yére (TD)
1-Ona: W ,=0Qn=0donch+e +e, =cte ce qui donne

1
Co(T2—Ty) = z(vi — v3)

2-Ona:h+e =cte= dh+de =0ce quidonne g
S

Ry 1
— 7 dT+=d(? =0
Mo -0 24
w
3- Sachant que Tv'™! = cte = Tp'™” = cte d’ou &
~/
dT d
—+(1-y=L=0
T Io
&
o Q do dS dv o, .
4- On a en régime permanent :D,, = pSv € cte = — + —+ — = 0 5- On en déduit d’apres

p S v
les questions précédentes que

'S,

dv S( 1)2 1)

dS ~ v\RTy

Pour une accélération du ﬂuided?dv > 0) suite a un élargissement de la tuyere (dS > 0)
donc <

3—;>O:>v> VRTy=c¢

4
&

Q
Avec c célérité du son danS le gaz
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3.3 Thermodynamique industrielle

3.3.1 Compresseur

Le compresseur fourni de I’énergie au fluide,schématisé par :

—)P3>Pe

Compresseur

On suppose :

» I’énergie cinétique massique € ainsi que I’énergie potentielle massique €, sont tres
négligeables devant I’enthalpie massique h.

» Le systeme est calorifugé.
Dans ces conditions , le premier principe pour un systeme ouvert s’écrit

D,Ah =W , = P,

17
Pour un gaz parfait sachant que Ah = c,AT don%\/
'\/

Ry

— 7 AT =P,=MU 0-
mM(y—l) u (WU>

D

@
S
3.3.2 Turbine adiabatique 5\

Q
La turbine recoit de I’énergie dlé"fluide pour fonctionner ,schématisé par :

g

Pe —
~
~
<

Turbine

N
g
9
3
Y
&
s
%\
&
& S Ps <P,
&
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On suppose :

» I’énergie cinétique massique € ainsi que I’énergie potentielle massique €, sont tres
négligeables devant I’enthalpie massique h.

» Le systeme est calorifugé (adiabatique).
Dans ces conditions , le premier principe pour un systeme ouvert s’écrit

DyAh =W , = P,

Pour un gaz parfait sachant que Ah = c,AT donc

Ry

— L AT =P,=W 0
"My-n T

D

3.3.3 Echangeur

On distingue :

3.3.3.1 Echangeur a co-courant

55555555

|:SmF I:SmF
o5
<
3
X
q
q
On suppose que l’écoulement est stationnaire’avec absence de toutes piéces mobiles
ainsi que I’échangeur est adiabatique. \\7_
On néglige en plus I’énergie cinétique et poé’ntielle massique devant h I’enthalpie mas-
sique ce qui donne i
<
| Drc(hac = hic) + D (hr = hip) = 0 = Dic(hac — hic) = Dir(hir — hor) |
Q
. <
3.3.3.2 Echangeur a contre-courant
ol
@
~
p

Il
O
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On suppose que les hypotheéses précédentes sont toujours valable et en remplagant Dy
par —Dpc dans la relation trouvé précédemment on obtient

| —Dnc(hoc = hic) + D (hor — hip) = 0 = Dye(hoc — hic) = Dine(hor — hye) |

Remarque- 16 :
Si le fluide chaud (Tg) est identique au fluide froid (Tg) et Dy, est le méme alors

| dc=dhe = Tc-Te=cte |

3.3.4 Condenseur

Il condense la vapeur humide en liquide en evacuant de 1’énergie thermique au milieu
extérieur

On suppose que :

» Ecoulement unidimensionnel, stationnaire sans piéces mobiles.

» la variation de I’énergie cinétique et potentielle massiques est négligeable.

» la pression est constante ( présence d’'un changement d’état)

» la température a la sortie Ty est inférieurea la température du changement d’état
Le premier principe de la thermodynamique e<121§rsys1_:éme ouvert s’écrit :

. . g Q h
DmA(h +6& + ep) =W ut ch - hsortie(s) - hentr\é/%/(e) = D_t
m
Or Q\/\7_
hs - he = Xgli@de + C(p,I)(Ts - Te)
S
Avec : &

e X la fraction massique de la phaSQ‘g‘Vapeure.
® liquide = —Cfv : chaleur latente maésique de liquéfaction(vaporisation pour ¢y/).

Il en résulte que L
Qun
hs — he = XCiiquide + C(p,I)(Ts -Te) = Do
m
<G
~
&
v
Y
<
>
Q(.’)
O
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CHAPITRE 4

TRANSFERT D’ENERGIE PAR CONDUCTION THERMIQUE

4.1 Les différents modes de transfert thermique

La quantité de chaleur ou transfert thermique est 1’énergie de nature microscopique
échangée a travers la surface qui délimite un systéme. Il existe trois modes de transfert
thermique :

4.1.1 La convection thermique :

La convection est un transport d’énergie propre aux fluides associe au mouvement
macroscopique dans le fluide ; chaque particule du fluide transporte son énergie interne
en se déplacant. §

)
Exemples : S
- Mélange d’un verre d’eau chaude et l’autre fp\gld
- Séchoirs. - Chauffage par un convecteur eleg/brlque ou un radiateur de chauffage centra

- E change thermiques entre le moteur d’ un{,a_/vmture et le radiateur
~

g
4.1.1.1 La rayonnement thermique <§§
C’est un transport d’énergie qui néﬁlécessite aucun support matériel, résulte de la
propagation des ondes électromagnétiques dont les longueurs d’onde sont comprisent
entre 0,1umet 100 umy compris le @sible.
On distingue : \")

e Les milieux transparentsf;‘ Ils n’absorbent pas de rayonnement thermique, et
n’en émettent plus, en toute rlgu%ur seul le vide est réellement transparent (n=1); l’air
vu des distances modérées, peu étre considéré comme transparent.

e Les milieux opaques :\\/E’absorption ou I’émission s’effectuent sur une épaisseur
suffisamment faible pour qu§’1'on puisse la supposer nulle : c’est le cas des métaux.

e Les milieux semi-transparent :Un corps semi- transparent absorbe une partie
du rayonnement thermqujﬁ qu’il recoit et laisse passer l’autre partie du rayonnement
thermique; dans ce cas gl%bsorptlon et ’emission sont volumiques.

Exemple : Rayonnemeni)du soleil.

83
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4.1.1.2 La diffusion (conduction) thermique

C’est un transfert d’énergie dans un support matériel sans mouvement macrosco-
pique, résulte d’un gradient de température qui tend a uniformiser la température.
C’est le seul mécanisme qui intervienne dans les solides homogénes et opaques. Dans
les fluides, la conduction est souvent masquée par le phénomene de convection.
Un milieu dont la température n’est pas homogene est au moins le siege de phénomeénes
de transfert thermique par conduction.
Conclusion:
La conduction thermique se produit dans un systéme initialement hors équilibre,
des régions chaudes vers les régions froides : Le phénomene de diffusion est
irréversible.

4.2 Vecteur densité de courant thermique

Soit un milieu matériel (solide, liquide ou gaz) , de volume V délimité par une surface
S.
Soit dS un élément de cette surface centré en M et §2Q la chaleur ou l’énergie thermique
qui quitte dS pendant le durée dt
On pose

52Q

=P

don =

¢ = Py est le flux thermique élémentaire (homogene a une puissance) son unité dans le

systéme international est W. Q

. . N

Ainsi on pose 3
—

J th est appelé vecteur densité de courant thg/i‘mlque ( ou de flux de chaleur) noté aussi
J o Son unité est Wm™2 S

N
g
Q(D
O

4.3 Loi de FOURIER

’

Q
\
C’est une loi expérimentale, tradlﬁt a I’approximation linéaire, la proportionnalité
du courant volumique thermique | Zfr/et du gradient de température :

o

th(M, 1) = -2 grad T(M, 1)

ﬁ
J
&
S
A est une constante positive ag)ele conductivité thermique du milieu exprimé en Wm™ K.
Q
&

Q
© Tableau des valeurs (Wm K1)
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4.4. BILAN D’ENERGIE THERMIQUE

Argent 480 Cuivre 390
Aluminium 238 Laiton 120
Fer 82 Plomb 35
Inox 16 Verre ~]
Béton 0,9a 1,75 | Brique 0,84
Eau (a 20°C) 0,6 Corps humain 0,5
Platre 0,46 Ciment 0,3
Bois 0,12 a 0,25 | Huile minérale 0,13
polystyrene expansé 0,04 Air 24x 1073

Remarque- 17 :

» Le signe moins traduit I’orientation du courant thermique vers les basses tempéra-

tures.

» Analogie avec 1’électrocinétique

4.4 Bilan d’énergie therm

— — - —
j=—cgradV | jo=-1grad T
b d -

J JoQ
\%4 T
o A

- — - =
= [LidS | ¢n=[f]qdS
R:VZ_Vl Rth\QTZ_Tl

| < I

7

(] \v/\_/

iqie
g

On considere un corps homogene de Ir@/sse volumique p et de conductivité A et de
capacité thermique massique c supposéeséﬁ'outes constantes.

G

4.4.1 Conduction pure unid'g%ensionnelle

Q

on étudie un modele unidimensioé‘ﬁel : la température du matériau T ne dépend que

de I’abscisse X et du temps t. C,j?

Soit un cylindre élémentaire de segg?tion S compris entre les abscisses X et X + dX
~

oy

j o(x+dx)

16 février 2015
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On suppose qu’il n'y a pas d’échange d’énergie thermique a travers la surface latérale
entre les instants t et t + dt.

» L'énergie thermique regue est :0Qe = jo(X)Sdt

» L'énergie thermique fournie est :0Qs = jo(X + dx)Sdt
Appliquons le premier principe de la thermodynamique au cylindre élémentaire :

du = 6W +6Q
Puisque le volume du cylindre est constant alors W = 0 ce qui donne
(pSdX)cdT = (jo(X) — jo(X + dx))Sdt

Ce qui permet d’écrire :
pcdT = Jth

Or d’apres la loi de FOURIER :

TQ:—J@)T:JQ——AZ—I
Il en résulte que
*T  pcdT
o2 Aot

C’est I’équation de la chaleur a une dimension

On note
A
D=—
oC
Q
C’est la diffusivité thermique du matériau, exprim§en m2s!
LY
X
Q
Tableau des valeurs
\/
s
Remarque- 18 : Q\/\’
1 - L’équation de la chaleur a trois d1mens1o§

=

(6;) AAT + Payres

9 . .
Avec Pyyres la puissance volumique rg}?:ue par des mécanismes autres que la conduction.
2- Lorsque on remplace t par —t I’équation de la chaleur ne reste plus invariante carac-
téristique d’un phénomene irreversjble.
@
4.4.2 Régime stationnaﬁe

g
En régime stationnaire ( 1§ température ne dépend pas du temps), et en absence
d’autres sources de transfertihermlque que la conduction; I’équation de la chaleur se
simplifie : 44/

O
& AT =0
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4.4.2.1 Cas d’une tige cylindrique isolée

Soit un tige homogene cylindrique de section S, de longueur L, et dont les extrémités
sont maintenues aux températures T, et To (T > T)).
On suppose de plus qu’il n'y a aucun échange thermique entre la tige et le milieu exté-
rieur par la surface latérale du cylindre (isolation thermique).

Le régime est stationnaire, la température est donc indépendante du temps. Le probleme
est unidimensionnel, la température ne dépend donc que de x. L'équation de la chaleur
s’écrit alors :

d’T
W_O:T(x)_a+bx

Les conditions aux limites : T(x=0) =T, et T(Xx=L) = T, ce qui donne

T,-T
T(X) = 2L 1x+T1

La représentation graphique est :

~
Soit A la conductivité thermigue du matériau constituant la tige. Le vecteur densité de

- .
courant thermique | g a travers la section S est
&
-
J

T2 - T1€>

% ﬁ
o=—-AdgadT = jgo=41 3 Y
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Dans ce cas le vecteur densité de courant thermique est un vecteur constant.
Ainsi le flux thermique ¢ qui traverse la tige est

¢:ffTQ.d_S):>¢:ASTZET1
S

Pour le flux totale

To-T T2-T

S
* L

=0

o1 = go + ds = g1 = 1S

C’est un état stationnaire

4.4.2.2 Résistance thermique

4.4.2.2.1 Définition
En régime stationnaire, on définit la résistance thermique qu’on note Ry, par

T,-T, 1L
= fr— = —
p R 1S

Rin

Par analogie avec la définition de la résistance électrique d’'une tige conductrice de
mémes dimensions que la tige précédente, de conductivité électrique o , soumise a une
différence de potentiel (V1 — V,) et parcourue par une intensité | (c’est-a-dire un flux de
charges électriques) :

B Vi—-V> B 1L
R= I — R= S
R
i(t)
—-— }—
ur(t)

L’'inverse de la résistance thermique s’appel @\/La conductance thermique :

|
N

4.4.2.2.2 Détermination de la résiStance thermique de dispositifs a géométrie
circulaire et sphérique . \"vf_

considérons un systeme homogene, j/e conductivité thermique A constante,de section S
et d’épaisseur L. <

1
1
|
|
|
|
|
|
1
X dx_
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On découpe ce systeme en éléments d’épaisseur infinitésimale dX, chaque portion repré-
sente une résistance thermique élémentaire :

1dx “L1dx 1L
Ri=ig=Re= | 15-15

Appliquons ce principe de calcul a des milieux de géométrie différente.

4.4.2.2.2.1 Milieu a géométrie circulaire

Considérons cylindre homogene de rayon interne R;, de rayon externe R; et de longueur
L. La surface interne est maintenue a une temperature T; et la surface externe a la
temperature T,. A la distance r de I’axe, on défini un cylindre de surface S = 2arL ayant
une épaisseur élémentaire dr. Sa résistance thermique élémentaire s’exprime selon :

dRy - 19T

A2nrL

Donc la résistance thermique totale

R1 dr 1 R,
= - S Rp=——In(22
R fR P TR =Ty n(Rl)

1

4.4.2.2.2.2 Milieu a géométrie sphérique
Considérons une sphere creuse homogéne de rayon interne R; et de rayon externe R».
Les surfaces internes et externes sont maintenues a la température T, et T»,.
A la distance r de l’axe, on définit une sphere de surface S = 4nr? ayant une épaisseur
élémentaire dr. Sa résistance thermique élémentaire est :

1 dr

dRy = =——=%

R /14719)?—
Donc la résistance thermique totale Q\'

X
o1 dr 1,1 1
Ren = f i = R R R
N

4.4.3 Transfert Conducto-con@ﬁectif : loi de NEWTON

On étudie le cas ou le matériau etudié est en contact avec un milieu extérieur de
température Teq. On admet souvent gue les échanges d’énergie a travers la surface du
matériau sont régis par une loi linéaire, appelée loi de Newton :

(%)
S— 3 loi de NEWTON

Les transferts thermiques entre un corps et le milieu extérieur suivent la loi de NEW-
TON si la densité de flux thermique sortant (algébriquement) a travers la surface du
matériau est proportionnelle a I’écart de température entre T de la surface du matériau
et Tex du milieu extérieur :

jtih = N(T = Tex) (Loi de Newton)

ot h désigne le ceefficient de transfert thermique de surface qui s’exprime en Wm=2K™!
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CHAPITRE 5

FORMULATION LOCALE DES LOIS DE
L'ELECTROMAGNETISME EN REGIME STATIQUE

5.1 Formulation locale des lois de 1’électrostatique

5.1.1 Rappel
» dq = pd7r = 0dS = Ad¢

. . dN; " o
> p = 2. Nq densité volumique de charge avec n; = —— la densité particulaire de la

i dT
charge g
1 1 40
» Pour une charge ponctuelle :_E)(M) = — ﬂ@? etV(M) = — 9(+cte AnbiaN 0)
drgor? dreor
» Pour une distribution continue Q
— 1 dg — % PM
° E(M) = %Offfﬁ—u) avec || PM ||=r et—i;/\_l_— T
1 dq «
ey = = (79 &
TE o r ~
- — - —_— <
»dV=-EdOM = E = -grad V(M).

» V(M) est une fonction continue et déﬁ/ni a une constante additive pres.

» Si la distribution est limitée dans 1’@paoe alors on choisit V(M — o) = 0.

» Les surfaces équipotentielles (SE@’ est ’ensemble des points M de I’espace tel que
V(M) = Cte= V, € R. &

. O - — - —_—

» Les lignes de champs (LDC) sont des courbes telles que E//dOM —= E(M) AdOM =
C. Z

» LDC L SEP

- -
» EeNIlget E L Ila. »
» Théoréme de Gauss (formé" intégrale)

\Vl\'/
\g #E'd—é _ Qun
g

~
~
<
<

€o

Q

L
» Le dipole électrosté\?ique : une distribution globalement neutre mais le barycentre
des charges négative G- differe du barycentre des charges positives G,, se caractérise
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— —
par son moment dipolaire P = qG_G;,
e L'approximation dipolaire lorsque on s’interesse a des points M tres loin du dipole
r=0M > G_G,
e Dans le cadre de I’approximation dipolaire on a :

1 Pcost
* V(M) = — ———
" 173p foss 1 2Psing
co SIn
* o B = — = — E,=0
5T dnso 1B T Meo 12 * 5
- —
* Ep = P.Ee
- 2 =
* M=PAEg
e —_— si dipole rigide —
* F=grad (P.Eg) — O
» Théoreme de Gauss gravitationnel :

ﬁ@(M).d_é = —47GMin
%

5.1.2 Forme locale de la conservation de la circulation du champs

électrostatique
Onak = - grad V = E.dOM = — grad V(M).dOM = dV ce qui donne que dV =

_E.dOM — fAB dv = - fAB—E).dOM ce qui donne

V(B) - V(A) = —fAB_E’.oY)T\Z
Q

N

Soit (I') un contour (courbe fermée quelconque):%% = A ce qui donne

~

Ce qui donne que :9?_E)(M).dOM = H.rot I_E>(M).dS =0 VI et ¥ une surface qui s’ap-
puie sur I’ g
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On conclut que

BEM)=0

al

ﬁ
C’est a dire , en régime stationnaire (E(M) ne dépend pas du temps ), le rotationnel du
champ électrostatique est nul.

Remarque- 19 :
Soient 'y et I', deux contours différents

9§_E’(M)Eé‘|\ﬁ - 56 E(M).dOM = 0

Iy Iz

\ . . . ﬁ .
C’est a dire la circulation du champ E sur un contour est conservative.
On retient que :

En régime stationnaire le champ électrostatique est circulation conservative

Conclusion:
Conservation de la circulation du vecteur X quelconque— rot X = 0

5.1.3 Forme locale du théoréme de Gauss. Equation de Poisson.
Equation de Laplace

V4 V4 \ qﬁ
On a la forme intégrale du théoreme de GAUSS : ﬁg EdS =

Ainsi le théoreme de Green-Ostrogradsky

#K.d_s’:ff div Adr
T V()

> . , / .
Avec V() le volume délimité par la surface fermée X et div un opérateur mathématique
linéaire qui transforme un vecteur en scalaqj;fe son expression en coordonnées carté-
siennes pour un vecteur ;

;0 Or Qine = ffj{,p dr

~
3

— . = 0A, O0A, OA
AZAx§>)<+AﬁL,+AZ§)Z:>dIVA: 0XX g 5; + (922

4
EM).adS = v E O P
Donc ¢k E(M).dS = ffﬁ/(z)duv E(M) drg fffv(z) S—Odr
cette égalité est vérifiée pour toute vf@lrface ¥ fermée d’ou

p(M)

(0]

div E(M) =

&
C’est ]ééquation de Maxwell-Gauss(M.G)

Sachant que —E)(M) = —grad gM) alors —div (grad V(M)) = gﬁ
~ o
Or /?

9% f N 0°f N 0°f
o2 oy? 07
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C’est 'opérateur Laplacien

D’ou I’équation de Poisson

M
avamy + M _ g
€o
On admet que lorsque la distribution M
est limitée dans l’espace, la solution de
I’équation de Poisson est de la forme
v""f}"’O’O’O‘O‘v ;
iD= 1 fff o(P) dr RRRRLRRRRKIK
dreo (V) r D)
Avec PM =7
Cas particulier : si p = O alors :
| AV(M)=0 |

C’est I’équation de Laplace
Ainsi .
div E(M)=0
C’est a dire que dans une région de 1’espace ou il n’'y a pas de charge le champ électro-

—)
statique est a flux conservatif( le nombre de vecteurs E qui entrent a la surface fermée
Y est égale au nombre de vecteurs qui sortent).

N
Remarque- 20 : Q\:/L
~
. — p(M) Ve o\ 3: . Vi 4
» div E(M) = représente la premiergséquation de MAXWELL et s’appelle équa-
£

tion de MAXWELL ‘GAUSS et s note (M.G)
» Pour une distribution (D) limitée dans‘?’]’espace, ona:

. M
div (M) = 2M)
0 /7
div _E)(M) =0 siM ¢ D le flux du ch@%ps est conservatif
1%)

siMeD: Le flux dégchamps n’est pas conservative
O

~
~
<
~

Application 7 :
Etude électrostatique d’ ug;ie solution colloidale
~

Une solution colloidale ( Le p\l/Xsma sanguin et le blanc d’ceuf par exemple ) est consti-
tuée d’un solvant linéaire ho@bgéne et isotrope, de permittivité électrique supposée
constante et uniforme :& = 80, Ou &, est la permittivité du vide, dans lequel est intro-
duit, un corps solide qui se ggﬁsperse sous forme de particules.
On suppose que les particéPes solides sont toutes identiques, immobiles, assimilables a
des spheres de rayon R = 90 nm, distantes les une des autres de d et sont de taille trés
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grande devant celles des ions; Ces particules portent, chacune, une charge constante
Q = 1,6.10'°C , répartie uniformément a leurs surfaces extérieures.
On donne :

e 5, = 8,8510°? F.m! Permittivité électrique du vide

e e=1,6.10"'° C Charge élémentaire

e kg = 1,38.1022J K1 Constante de Boltzmann

e Na = 6,02210°*mol~! Nombre d’Avogadro

1-Etude de I'interaction entre particules en I’absence des ions

Dans un premier temps, on suppose que la solution colloidale ne contient pas d’ions :
Elle est donc constituée uniquement du solvant, de permittivité g, , et des particules
solides précédemment citées .

On admet qu’autour d’une particule, la symétrie est sphérique ce qui implique que le
potentiel V,(M), créé par cette méme particule, n’est fonction que de la distance r qui
sépare M du centre O de la particule.

Enoncer le théoréme de Gauss du champ électrostatique, dans un solvant de
permittivité absolue ¢ .

Déterminer le champ électrostatique _E>0(M) créé par la particule en tout point
M de I’'espace. on posera : r = OM

@ Tracer, soigneusement les variations de Ey(r). Exprimer Eo(R) en fonction de Q,
Rete.
Déterminer, minutieusement, le potentiel électrostatique V,(M) créé par la par-
ticule en tout point M de I'espace. Tracer Vo(r).

Etablir pour r > R, les équations enc€oordonnées sphériques des lignes de
champ électrostatique et des surfaces équipotentielles. Illustrer votre réponse par une
figure. I

7 . 7 . \/H . e K yx .
En déduire I’expression du vecteu¥ F, qui modélise I'interaction entre deux

particules ( distantes de d ). \\/‘7/
Evaluer numériquement I’intenggfé de la force E;(d = 100R)
g

2-Ftude de l'interaction enfre particules avec existence des ions
Dans cette partie, on tiendra compte déo I’existence des ions de charges opposées : g = e
On montre et on admet,dans ce cas,gue suite a I’existence simultanée des particules et
des ions, précédemment cités, cescflerniers se répartissent dans le solvant sous I’effet
du champ totale créé par le systég?e S = { ions; particule } jusqu’a ce qu’ils acquiérent
les densités particulaires : g

eV(M i
» N, (M) = Ny exp(- k(T )) p\of‘[zr les ions positif
B
V(M)

> N-(M) = Noexp(, =

Avec : 5
e N, : Ia densité particéglaire globale des ions
e e: la charge élémegtaire
e V(M) : Potentiel a(ﬁquel est soumis l'ion M : créé par le systéeme : S = { ions;

16 février 2015 elfilalisaid@yahoo.fr

) g]ﬁur les ions négatifs




2TSI/MP(Béni Mellal) 5.1. FORMULATION LOCALE DES LOIS DE L'ELECTROSTATIQUE

particule }
e kg : Constante universelle de Boltzmann
e T : la température du milieu, supposée uniforme et constante et exprimée en Kelvin.

On rappelle la relation entre densité particulaire et densité de charge :

p(M) = > gN,(M)
ons
Etablir I’expression de la densité volumique de charge p(M) entourant la particule ( due
aux ions ) en fonction de N,, € kg, T et V(M).
Que devient cette expression si : V(M) <« kgT Cette expression reste valable
pour la suite du probleme.

On admet qu’autour d’une particule, la symétrie est sphérique aussi le poten-
tiel V(M), créé par cette méme particule, n’est fonction que de la distance r qui sépare
M du centre O de la particule (R<r):

Quelle est la direction du champ électrostatique _E>(M) ? Justifier la ré-
ponse.

,dV,  rPp(r
En déduire I’équation —(r + P _ 0
dr &

Etablir I’équation différentielle vérifiée par la fonction U(r) = rV(r) , on
posera :

SokBT

A= 2N, €2

Résoudre cette équation, puis exprimer V(r) en fonction de A,r et d’'une
constante d’intégration C ( I’'autre constante étant nécessairement nulle, en se basant
sur une condition au limite a préciser ) Q

Quelle est la dimension de A7 Doﬁfher une interprétation physique de
cette grandeur. Quel est I’ordre de grandeur de /lia/ température ambiante pour une eau
pure ( donc neutre : pH=7)? g

Détermination de I’expression d@l la constante d’intégration :

@ Ecrire ( en le justifiant )I expfressmn du champ électrostatique en un
point extérieur a la particule . §

En admettant 1'égalité de Cgfexpression précédente et celle trouvée pour
I = R, déduire I’expression de la constante/d ‘intégration C en fonction de Q,R 1 ete .

@ Montrer alors que le poﬁenﬂe] créé par le systeme est :
9 1 R
—r
V() =2 ex
(r) T;_Wf7rsrR+/l Pl A )
Justifier clairement I’appellation d’ 45/crantage donné au phénomeéne .
@ Evaluation d 1nteraét1on électrostatique entre particules :

Exprimer le mogule F(d) de la force modélisant les efforts entre deux
particule distantes de d. @

@ Exprimer le ripport n(d) = F((dd))

@ Calculer né—?nenquement a la température ambiante,n(100R) dans I’eau
pure, Le comparer a celui'd’une solution aqueuse d’un électrolyte pour lequel :
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N, ( électrolyte ) = 100N, ( eau pure )

Conclure.

CORRECTION - CORRECTION

1-Etude de l'interaction entre particules en I’absence des ions

Le théoréeme de Gauss du champ électrostatique, dans un solvant de permitti-

vité absolue ¢
i M
fpEd -2 — ave -0
)

& &

@ Le champ électrostatique —E>0(M) créé par la particule en tout point M de l'es-
pace :
On a symétrie sphérique donc —E>(M) = E(r)€ ce qui donne :
» M a l'intérieur

| E(r<R=0 |
» M a l'extérieur
Eo(r > R) = &
4rre

Remarquons que pour une distribution limitée dans 1’espace et pour un point M a 1’exté-

rieur, le tout ce passe comme si on a une charge ponctuelle placée au barycentre de la
distribution.

Tracé de Eo(r) :

Eo,

g

€

» Expression de :
e E(R) =0 o EoRY) =

R e
Remarquons que :_E)(R’r)—_E)(FF) ==& On retrouve la relation de passage (ici Minex = &)
~N
@ Le potentiel électrog%étique Vo(M) créé par la particule en tout point M de
I’espace : 3

On a: dV, = —E(M).dOM =>§<7/(M) = — [E(r)dr

» Pour M a l’extérieur 5
Q

gy
O

Vo(r >R) = F(irﬁcte 7 0)
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» Pour M a l'intérieur

Q

4rrer

Vo(r <R) =cte=

D’apres la continuité du potentiel (puisque E est nul a I'intérieur).
Tracé de V(r).
Vo
Q

Arrer

R r

Pour r > R, les équations en coordonnées sphériques des lignes de champ
électrostatique et des surfaces équipotentielles.

» On a :TE)O =2 r2€r> — les LDC sont des droites paralléles avec €
e

»Ona:V,= =Cle=r= Q = Cte Les SEP sont des spheres concentriques
mer meV,

» Le tracé

~—_—

4 S~ Y - g . . .
L'expression du vecteur F, qut ‘@dehse I'interaction entre deux particules (
distantes de d ). 2

O

- —
Fo=QE() = mer

\4(/8

(7) AN:

Fo(d) = 2,8810* N

2- Etude de l’interactionjantre particules avec existence des ions

<
L'expression de la d(?qsité volumique de charge
Q

p(M) =eN; + (-e)N_ = p(M) = —=2eN, sinh

eV(M)
ke T
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@ Si:eV(M) < kgT = —2eN, sinheV(M) ~ —2eNoev(M) alors
ks T ksT
B eV(M)

La symétrie est sphérique

La direction du champ électrostatique _E)(M) est radiale puisque le po-
tentiel V(M) ne dépend que de la variable r

D’apres 1’équation de POISSON et puisque

1d

1d .dv
r2dr

AV(r) = ar

(r®

Il en résulte qued g
p AV P
AV+=—=0= —(r°*'=—)+-r-=0
e dr( dr ) &
L’équation différentielle vérifiée par la fonction U(r) = rV(r) :
U
OnaU =rV =V =— ce quidonne:

L&V _1du U’
drdr r2

dv  du
2— =r—-U
°f dr rdr
° E(rzd_v = rdz_U
dr* dr’  dr2
e ['équation de POISSON donne §
%)
d’U 2N
— - U)=0
"G " Kete )
~
&

~
@ Résolution : On cherche une SgI/ution pourr # 0Osinon U = 0 et on posant

%\
KBTS
A= 47>
L 2N, €2
23

Ce qui permet d’écrire

d?u 1

i == -=U=0
Q\jf drz 22
La solution est <
U(r) = Aexplr/A) + Bexp(/A) (A,B)eR
%

Par conséquent

&
Q(.’)
@)

1
V(r) = F(Ae*r“ + Be'")
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Comme lim V(r) = 0= B = 0On conclut donc que
r—+oo

A
V(r) = ?eir//l

La dimension de A est une distance
e 1 s’appelle longueur de DEBYE
e L'interprétation physique de A : C’est la distance nécessaire pour que

Ur=2)=U(=0)/e

u(r)
A

o>

A

Ay F‘

e L'ordre de grandeur de A a température ambiante pour une eau pure ( donc neutre :
pH=7)
-T=298k -pH=7=C=107 -N,=CN, ce qui donne

A =30,73um

~
%)
@ Détermination de I’expression de %ﬁ constante d’intégration :

@ L'expression du champ électrostatique en un point extérieur a la parti-
~N

cule v o
—
Onak =- grad V(r) = E = g par dérivat'@vil on obtient
&
Al 1
Er)=—(>+>)e™""
() =2 +3)
o
@ L'égalité de 1’expressi(§1 donne
12
Q Al L o, AU -
— - - (= e A=—" e /A
e RRY 2P T AT R
~
&

Le potentiel crézgl par le systeme est :
On remplace A par sa valeur on obtient
&

QA R-r
4 VU= pare P
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V(r)

V(r) en présence des ions

|
|
|
|
|
| | V(r) en absence des ions
|
|
|
|

R

En présence des ions le potentiel décroit rapidement vers 0 comparaison en absence de
charges : les ions font écran a la particule chargée (ie la particule possede une énergie
potentielle plus grande en absence des ions et par conséquent les ions diminuent son
énergie potentielle) : c’est 1’ écrantage donné au phénomene .

©

Evaluation d’interaction électrostatique entre particules :

e

Le module F(d) de la force modélisant les efforts entre deux particule
distantes de d.

d -d
) = Fold) o exp( )

Q> 2 R-d
daed R+ A exp( A

F(d) da
Fo(d) R+21

F(d) = QE(d) = F(d) =

Le rapport :n(d) = eXp(R; d) .

AN :

el

n =0,968—= F(d) ~ F,(d)

Conclusion: 9
L’effet d’écran diminue rapidement (j)?
3
3
g
~N

5.1.4 Relation de passages
@

Soient deux milieux séparés par une surmlce chargé X et M un point quelconque de X
~

E(M)

M T E,
Milieu (1)

>

$
%)
v/
=
I
~N

Soient —E>1 le champ électrostatique dans le milieu (1) et —E>2 le champ électrostatique dans
le milieu (2). 5?/

On définit un triedre local ( \’?,—n),_b)) tel que :

7 vecteur unitaire tangenta la surface T au point M.
1 vecteur unitaire normaﬁé a la surface X au point M.
BEe®@ M —=E-EZFER

q
avec E; la composante t%ngentielle de E et E, la composante normale.
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2TSI/MP(Béni Mellal) 5.1. FORMULATION LOCALE DES LOIS DE L'ELECTROSTATIQUE

5.1.4.1 Composante tangentielle

On rappelle que en régime stationnaire le champs électrostatique est a circulation

. \ . q —_—9
conservative c’est a dire 95 E.dOM =0
Considérons le contour ABCDA entourant le point M suivant :

Milieu (2)

B Milieu (1) C

§E.dOM =0= ["E.dOM + [ E,.dOM + [ E.dOM + [/ E,.dOM =0
Lorsque A — B de méme C — D alors fAB_E).dOM = fCD_E).dOM =0
Or ﬁ:l_gl.dOM = ExL et fDA_E)g.dOM = —ExL ce qui donne

| (Ex-Ex)L=0—Ey=Ex |

On retient que : _E)z
La composante tangentielle du
champ électrostatique a la traversée —
d’une surface est toujours continue Ea
Eu = Ex

5.1.4.2 Composante normale

Considérons un cylindre de génératrice Tl = Tﬁ_)?chntré en M de hauteur h.

Appliquons le théoreme de <
== Qp . \(0
Gauss :ﬁ E.dS = — ce qui donne : £y =
€o ~
- — - — - = Qin < ¥2
ffsmf E,.dS+ fLm E.dS + ffsmp E,.dS = o i Milieu (2)
- 2 2 < >
sachant que Ll_ru) ffsm E.dS=0et Qu =0S Q\/\/ --------------------
alors_) . = oS %§ Milieu (1)
Jls,, ErdS+ [[ E.dS= o j)u
S
- E2nS - ElnS = O-— QO
€o ©
Ce qui donne QL
o
Eon— Ein=—
€o
On retient que : g
La composante normale du cble\mp électrostatique a la traversée d’une surface
chargée est discontinue Q\/\/
Conclusion : §
g
Pl
O Es-Ei1=—T1
& 0
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C’est la relation de passage

Application :Réflexion et réfraction du champ électrostatique

- - -
Soit Ej un champ incident sur un dioptre non chargé au point I, E, et Eg les champs
réfléchi et réfracté .

Milieu (1) Milieu (2)

>(c = 0)

Ei
Puisque la surface (X) n’est pas chargée alors il y a continuité des composantes tangen-
tielles et normal_e)s .
Si on pose E =|| E || alors :
» Continuité des composantes tangentielles

E sina + E; sina = Egsing

» Continuité des composantes normales

| E; cose — E, cose = Eg cosB |

A propos du théoréme de Gauss

S
X/
Premiere partie : Le theorergje de Gauss
<
R
I~

Le flux du champ electrostat1®e sortant d’une surface fermée est égal au
rapport de la charge intérieure a la surf&e sur & :

ﬁ_é d_S) _ ant
€o

S
o
L’équation de maxwell-Gauss : dIVéE - £ permet de démontrer le théoreme de Gauss.
&o

Deuxieme partie : Condgnsateur plan
@ Soit le plan infini chagge xOy.

E(M) est un vecteur donc 1llgppartlent aux plans de symétrie des charges (M, €, &) et

(M€, €) :
Ainsi invariance par translgﬁlon donne
Qé)u =4
O E(M) = E(x,y,2€ = E.(2)€
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car les directions Ox et Oy sont infinies.

Le plan z = 0 est un plan de symétrie des charges donc E,(2) = —E,(-2)

On considere un cylindre d’axe zz, de rayon R, se trouvant entre les plans zet —z ( z>0).
Par application de Gauss :

9%6?@ = EgqiR? — E(-2)nR? = R

€o

ce qui donne

—E)(M) = signe(2) EE)Z
€o

©)

@ On prend le plan(1) (-o) en z= 0 et le plan(2)(c’) en z=d.
D’apres le théoreme de superposition on a :
- - - -
» Pourz<0: E(M)=E(M)+E,M)=0
q
»PourO<z<d: E(M)= —;:E;
(0]

- -
»Pourd<z: E(M)=0
Le potentiel le plus élevé est celui du plan (2) :

- - od

U :Vz(z:d)—Vl(z:O):leE.dK:

80
@ On a, pour le plan2 (0')
C E
Q—O’S—V(Vz—vl) —CU —= == s

N

Le champ électrostatique qui regne dags le condensateur déplace les électrons
de la lame jusqu’a ce que le champ total régnagit dans cette lame soit nul.
Il apparait des charges négatives sur le plan((?) et des charges positives sur le plan (P’).
S

>

%
&
. Surlf.ace de Gauss,
1O (H)
I I~
H 1 O
: . | (P)
N (P)
N ,
Q (IT)

On applique le théoreme de Gau@s a un cylindre de section S et d’axe Zz ( voir dessin),

le champ entre les armatures e@l toujours de la forme I_E>(M) = E2€,
Le champ électrique est nul sg% les surfaces S et aucun flux ne sort par la surface laté-
rale, donc &

Ioa
1
#E(Té =0=—(0S+0pS)=0p=-0
>

€o
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5.1. FORMULATION LOCALE DES LOIS DE I'ELECTROSTATIQUE

2TSI/MP(Béni Mellal)

De méme, on en déduit que

®

. On retrouve les mémes condensateurs séparés de la distance ——

Entre (P) et (IT), —E>(M) = _;:E;; Entre (P’) et (Hf);—E>(M) = —8—ez.
o (o]

D’ou
f —E> d_é _ O'(d €)

On a, pour le plan (IT) : Q = oS = C'U’
D’ou
C c /C, d C
( )d e

€o

gzd—e: S

La capacité en présence de la lame est plus grande que sans la lame

Troisieme partie : Condensateur cylindrique
On considére un cylindre de méme axe que ceux de la distribution de rayon r

et de hauteur H. Comme le champ est radial :

- -
@E.ds = ff E.dS = E;2rrH
z Siat

Le théoréeme de Gauss donne : Q
X
- — -
# EdS — ant
Slat €o
‘IQI
~
&
~
~N

»Pourr <R :Qn=0—= E(M):—O) 2
ﬁ
»Pourr >R, 1 Qi =Q-Q=0= E(@

>PourR1<r<R2'Qim=Q=> E(Mq)/%ézﬂ orH

I
S 0ol

©Q
. Ona: E_—— V(r)— |_|Inr+cte
R
Comme pour r = Ry on a V = V; alors V(r) = In—= + \V;
" 2neoH
Ce qui donne 3

Q Ry

U=VW,-V,= In—

27T 2neH Ry

®
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0 ona:w= [ . ESOEZ dr= [, ESOEZ rdrdodz

En intégrant

Q2 | RZ__Qz

W. =< < =
= ZreoH Ry

@ Comme C = 2ng,H/ In(1 + €/Ry) et IN(1 + X) ~ X on peut en déduire que

R
C-= 27r80H—l - S:‘

C’est la capacité d’un condensateur plan dont les armatures sont séparées de € et ont
une surface S = 2rRH

5.2 Formulation locale des lois de la magnétostatique

5.2.1 Potentiel vecteur. Forme locale du théoreme d’AMPERE
5.2.1.1 Définition

On rappelle que le champ magnétique est a flux conservatif c’est a dire

#ﬁ(l\n)&% - 0= div B(M) =0
z

Or pour tout vecteur T/) quelconque §
%)
divrot V =0 _V>($> /\T/)) =0)
~———
1
\Y/\_l
il en résulte que ol
div B(M) = 0 & B(M) = rot A(M)
&
— p . 9]
A(M) est appelé potentiel vecteur. &
g
o
Remarque- 21 : $
X

> E dérive d’un potentiel sca]&@f‘e V(M) par contre B(M) dérive d’un potentiel vec-
teur A(M) :?'
> Le potentiel vecteur A(M@resente les mémes symétries que la source du champs(

Iou | )
Q/
» Le potentiel Vecteur_AZﬁ’est pas unique, en effet si on pose
O

Q
& R-Regat
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avec f une fonction scalaire quelconque alors

rot A’ =rot A +rot grad f(M):G{_A)’ ot A=B

On retient que :
- -
Le champ magnétique B est unique par contre le potentiel vecteur A est défini
-—
a un grad pres
. . , —> =

» Relation intégrale entre A et B :

On applique le théoreme Stokes pour le potentiel vecteur

§K@igmx
r >

. - e
Ce qui donne sachant que B =rot A

PR [[BB
r z

ol

Application 8 :
Considérons un fil rectiligne infini traversé par un courant | constant.
— - -
Déterminons le potentiel vecteur A avec A(r = R) = 0. par les relations locale et intégrale

|
on rappelle que : B(M) = %@;
Ainsi : Q
s 1A A, A s A L10A
PR =% Py (L Py (2
o oo~ a2)% " ;ar)eﬁ(ar a0
S
g

ﬁ
Le courant | & le méme sens que €, et pariconséquent A(M) = A(r)e

Premiére méthode : Relation locale
- — . Ry,
On a B =rot A ce qui donne : éu
>
8 - 10A,  0A o - 10A, A
f 90 0 S or a0 oz
B - oA 0AF ) ml _ OA A
- ¥ orr gz ar
oAy oA oAy 10A
B, = —<—— 0 = ——-———
or <t 06 o r 06
~
'y
. oA, _dA _ ol .
I-l .1 — = = -—
en résulte que AT - ot Ce qui donne

<
i
Y
S
> —> /.lol R
S 1AM g1t = == In —
é){/ ( )ﬁlnﬁn o r
&

Q
Deuxiéme méthode : Relation intégrale
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Soit le contour T : rectangle de largeur dr et de lon-
gueur h.

> §ARdl= [ R+ [ JRdl+ [ Rdl+ [ Adl
— $ A= (AC +dr)-ACDN. [T R
- —
;1 Ik B:dS]t: —Bhdr h g
en resuite que :

dA, _ ol . s 1&
(Ar +dr) = A{r)h = ~Bhdr = —* = 22 Ce qui i
donne avec A(R)=0:  L____ P Q

dr r+dr

— ol . R
A(M infini— In —
( )ﬁ] fi 2 r

Application 9 :
Solénoide infini

R
B(M)

é)@O@Q@@@O@O@@/Q\W‘GQOQTGQQGQOQO@@@@@O@OO@@

—
®®®®®®®®®®g§®® BRIBRRIIIXIVXIRIRIRIRIIIIRXXD

Symétrie et invariance donne K(M) = A(r)€, donc I est un cercle de rayon r On rappelle
B —
que B(M) = uonl'e;
g Pou_)r r<R;) R
$ A(M).dZ = [ B.dS = 2arA(r) = ponlar? ce qui donge
2)

=2 ponl
Alr <R) = r
(r<R L

Y
» Pour r>R :

v\_/
f,_A\)(M).af = ffTB)d_é = 271 A(r) = uohl 7R? ce g;ﬁi donne
=

= HoNIR°
A(r <R) =
r<R=——
Q!
Représentation graphique : )
A QL
<
ponl R J
—_— - ~
2n ! 5‘;‘
| &
I ~
! J
! g
I >
I <
! &
1
| &
R © '
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5.2. FORMULATION LOCALE DES LOIS DE LA MAGNETOSTATIQUE

5.2.1.2 Forme locale du théoréeme d’AMPERE

On rappelle que Sq_TB)(M)Ef = ole

Or d’aprés le théoréme de STOKES-AMPERE : ﬁ_l—g(M).d_{)’ = ffZ(F) rot —B>(M).d

Ainsi lg = ffjd‘% ce qui donne

e d
S

— =

rot B(

-
M):,UOJ

C’est I’équation de MAXWELL -AMPERE simplifiée

Remarque- 22 :

H H 7 3 3 3
Comparaison des lois de conservation pour E et B en régime stationnaire

Flux

Circulation

> Non conservé

> Conservée

- ff B.dS=0

q
E| -dvE=%L M0 ~TOtE=0
€o
=2 2 _ Qint 27
E.dS = TG Edé=0
) o (TC) | = §
> conserveé > Non Conservée
H
B| .dvB=0mM.T) rot B = o] (M.A)

B
3\'/ > fﬁ_B).df = Uole

&
%)
ﬁ

5.2.2 Relation de passage

5.2.2.1 La composante normale

Soit une distribution surfacique de

&
@
~
~
<
Y
S
S

& - -
(Q*jﬁurant ] s séparant I’espace en deux régions 1 et

2. Considérons une surface fermée ﬁQﬁve %, traversant la nappe de courant.
@)

Q
23
Milieu 2 <
~/
S
g
DREEE
/Q/
//\}
R
e Y
R N
&

L
Miliey“
8
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La conservation du flux magnétique a travers cette surface s’écrit :

S@EE(M).CTS):IITB).CTS)+IIT3).CT§+IITB).CTS):O
> Sq S, SL

Ou S, est la surface latérale et S; et S, les surfaces de bases inférieure et supérieure.
Lorsqu’on fait tendre la surface latérale vers zéro (S; tend vers S, ), on obtient :

ffTB)c_i§+ffT3)c_i§:O
S Sz
ff (B, B1).dS=0
S1=S»
Puisque :d_S>1 = —d_S>2 = dSH .,

Dans cette limite. Ce résultat étant valable quelque soit la surface S choisie, il vient donc
que :

—> —>
(B, — By). M2 = 0= By, = By,

La composante normale du champ magnétostatique est continue

5.2.2.2 La composante tangentielle

Pour la composante tangentielle, nous allons utiliser le théoréme d’AMPERE .
Considérons le contour d’AMPERE suivant :

//// ﬁl—)Z C - ////
// N J S //
/// D ’ B Q / ///
] &
_-7 Milieu 2 < et
“““ iuinioieii i
Milieu 1 &
~/
B
Remarquons que : i
- MN SU
e Teth= MN est un triedre diregt.
- - Q
b J S € (?’ b) é,)U

- = —
e le= [fipcp J -AS = le = [, (I s 7)dE
Le théoréeme d’Ampere s’écrit alors : §

%)
fT?;(T{)’f ﬁﬁ%+f I—3>._{)’+fT3>._{)’:uole
AB BC & cD DA

g
Lorsque DA — QO alors on a : <
s
= =
fg(Bl—Bz)CM: (o] s T)dC
MN
il
Puisque MN est quelconque,dlors

(B —B2).00 = (o] « 7)dt
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Ord/ = dfb — dé(7 A —=f1-2) ce qui donne

(B1 = Bo).dl( A —T1s) = o] o (20)

On rappelle que

@AbB)C=(bAR)B=(Cr3)D

Permutation circulaire

Il en résulte puisque MN est quelconque ( la direction du vecteur 7 est quelconque)que

[(B: - B2) AR 1ol Al = po ] 5 T

—

— — - -
(B1—- BZ)/\ﬁl—)Z =lo] s= (Ba— B1) = o] s/\ﬁl—a

la composante tangentielle du champ magnétique est discontinue.

Puisque
- = - =
[(B1- B2) A1) A2 =(Bs— By)

5.2.3 Equation de POISSON de la magnétostatique

On rappelle que—B> —rof A= rof B = rot (ﬁ,—&)
Orrot (rof A) = grad (div A) - A A
Puisque le potentiel Vecteur,—& n’est pas unique, et si on impose au potentiel Vecteur,—&
de vérifier la jauge deCOULOMB valable en régogﬁne stationnaire

divA =0

g
Jauge de QT(DULOMB
~

. ~
Alors on obtient N

N - =
AA+u) =0

g
C’est I’équation de éﬁISSON de la magnétostatique
Q

~N

Remarque- 23 : o
L’équation vectorielle de POISSO@est équivalente a trois équations scalaires ( projetées
sur les axes); en coordonnées cartésiennes par exemples elle est équivalente a :

g
. NN AAX+,qu:X:O
AA+us] =0=4 AA, +uj,=0
AA+ ), =0

2
. L .
Si on compare les eql%atlons de POISSON pour le potentiel électrostatique V(M) et le
ﬁ
potentiel vecteur A(M) ©
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5.2. FORMULATION LOCALE DES LOIS DE LA MAGNETOSTATIQUE

Electrostatique | Magnétostatique
1 - 2
AVIM)+ —p =0 AA+,qu_O
€a
V(M) AM)
-
P J
1
- Ho
&o

Par analogie on montre que la solution de I’équation de POISSON pour la magnétosta-
tique lorsque le potentiel vecteur vérifie la jauge de COULOMB pour une distribution

finie
- [[[ 2

C’est a dire

de Dlstrlbutlon Ho

fjsds Distribution ﬂo @

linéique 47'[ r I

A(M) _ ﬂo dC Dlstrlbutlon ﬂo
uolumlque

sur faC|que 471'

Remarque- 24 :

» Pour une distribution infinie, le calcul du potentiel vecteur _A>(M) se fait a par-
tir de la relation TB)(M) = ot ,_A)(M).

» Le potentiel vecteur A est un vrai vecteur et par conséquent possede les méme
propriétés que le champ—E)

= =
Aclls ; A LIla

. A “
En plus possede le méme sens que le courant %\’
g
o~

5.2.4 Applications (énoncé voir TDY

~/
<

~/
~N
Potentiel vecteur d’'un champ statié‘(naire uniforme.
S

/7 V4 . __% ﬁ
En coordonnées cartésiennes On a :OM = 4%; + yE; + 76, et B = By€, donc

Qéu 1
0 5@ Ax—_EBoy
R=1lo APy =R=|a-L
§O ANpy = _AyZEBOX
S
Bo | 2 A, =0
@
y — = .=
A est un potentiel vecteur vérifiasit la jauge de COULOMBsi B =rot Aetdiv A=0
0 1 v
x |2 s)°
> rot A = @ A %Boxé,‘f: 0 — rot A = BB
vl 1
O
—_ =By + =B, = B
az O 8 2 2 © ©
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5.2. FORMULATION LOCALE DES LOIS DE LA MAGNETOSTATIQUE

—

s div A = L 9Boy)

2V ox

) +

1 8(BoX)
2° Oy

) = divA =0

q
on retient que si B est un champ magnétostatique alors il dérive d’un potentiel vecteur
vérifiant la jauge de COULOMB

Spire circulaire

| R M(2) z
H
- Uo  1d¢ — ol  RAOE,
A M = — _— A M = — _—
M=29pm = AM =79 ==
= Mol =
— AM)= —"—_ §dde,
471\,/I'-\12R+229g
= Ho 21 o =
= A(M) = ———— [ (-sinde; + cosde,)dd
47r\/R2+22f° " ’

H
A(M € OZ) Spire circulaire =

-y
0

Cylindre infini

Symétrie et invariance donne :
q
A(M) = Az(r)€>z

On rappelle que

3
RN
N
Q
g
~
3
S
@
<
S
g
£
O

— ol
r<R=>B(M):2ﬂ°2r€’9
B Hol — Q
r>R=— B(M)=— S
(M) 27rr§2 2
r N
BordA— PO _g ¢
dr N
ce qui donne : g
~
N
7 A(r) =— | B(r)dr
g a0 f()
%
» Pour 4%/
é)&/ ol
Q r<R= A= -"2_(R-r?
O 471R2( )
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» Pour

Représentation graphique
A
Hol

™ |
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CHAPITRE 6

ACTION D’'UN CHAMP MAGNETIQUE SUR UN COURANT

6.1 Force de LORENTZ

- -
Soit M une particule de charge g animée de la vitesseV(M) = V par rapport a un
ﬁ
référentiel supposé galiléen, dans une région de I’espace ou regne un champ E et un

champ _B>
Cette particule est soumise a la force de LORENTZ

-

- -
F=qE+VAB)

Q
Remarque- 25 : o
- 3
: o2 3 S 5 U :
» Les trois vecteurs V,E et B doivent étreiexprimées dans le méme référentiel gali-
léen (lié au conducteur). g
~
» On peut mettre la force de LORENTZ Sous la forme
ol
S
- —
e — .| Fe=qE
F=Fe+Fn ouy _, N
Fn=qV A B
o
» La force magnétique ne travaijlle pas, ainsi sa puissance est nulle. En effet :
44;/( — - -
G P(Fmy=FnV=0
~/
<

~
Et par conséquent lorsque g force magnétique existe seule, I’énergie cinétique de la
particule est conservée.
» La force magnétiqw ci on
Supposons deux particulés chargées A(Qa, Va) et B(Qs, V) et que la particule A se dirige

vers la particule B. ©

N
a% Viole le principe d’action et de réaction, en effet :

117
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A

Le champ magnétique créé par A est donc nul en B puisque :

,UOQA

Bua®=525Vand=T  Va/D)

; - -
Il en résulte que Fpg = 0

Or Le champ magnétique créé par B en A n’est pas nul :

- — - - -
Ba(A) = X9V A (-t) 0 = Fenz 0
4yr2
on retient que la force magnétique ne vérifie pas la troisieme loi de NEWTON

Application 10 :

— -
Déterminer I’équation de la trajectoire dans les cas suivantes avec OM(t =0)= 0

@ E=Ee, B=0etV,=VeE

Q
(2) E=E8, B=0 etV,= V& S
N
(3) E=0,B=B8 et Vo= V&, N
@ E = 0, B=Be€ et V, fait un ang]ea@’vec]axeoz

i

@
N
%

@@W@@iiﬂ@ - Correction

9’
J
'S
.5\ ________ .>—E>
@
Fommmmmm e >E
<4 -
D=
§ X
g
o .
Qéu ---------- -)—E>
O
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P X=— = X=—1t+V,
m m
» OM = x&, = (g—t2+vot)€>’<

Remarque- 26 :

Y —
Lorsque E est paralléle a la vitesse initiale V,, il joue le réle d’'un champ accélérateur

Dans R supposé galiléen ainsi en négligeant le poids; on a :

mx =20 ()]
my =0 ()
mz=20 (1N))
e (III) donne le mvt est plan
e (I) donne :X(t) = Vot
E
e (II) donne :y(t) = g—mtz
e ['équation de la trajectoire
Q
__9E &
y= 2
2mVzs
N
q
e Les coordonnées du point I : @
J
&
= > OB 5
| = L& + L
Q%R 2mv2 &
Q
&
Entre les points I et P on le mvt est %ctﬂigne uniforme de vitesse V(I) dont les compo-

NS

santes sont o
g £
N =V + X1
Q\// mVO
~
S

e I’équation de la droite (4) s’écrit y, = kx+ K avec
V,(1) _QEL §

V)~ mVZg

qEL &

ooyA:W(X—L/Z) QCD

L’intersecti(())n de la droite (A) avec I’axe ox se fait en X(O') = L/2
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2TSI/MP(Béni Mellal) 6.1. FORCE DE LORENTZ

L’ordonnée du point P

gEL

yp = (d+ L/2)tana =

—(d+L/2)

Remarque- 27 :

- —
Dans ce cas (V, L E ), le champ électrostatique joue le réle d’'un champ accélérateur et
déviateur.

9
d

%)
On a d’apres la RFD T\\’
o4
gB.
2 Y
~/
F=qVAB=md=> g:_@x
g m
S _
N 2=0
L
Q
&

B V,
» En posant w = il et R= =2 on obtient :
m w ;
N
o
X(t) = Rsinwt
— |
OM {7 y(t) = R(coswt — 1)
Q; Z(t) = 0 = mvt plan
~
~N
L’équation de la trajectoire =
&
& X +Wy+R?*=R
O

Q
C’est un cercle de rayon Ret de centre C(0,-R)
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2TSI/MP(Béni Mellal) 6.1. FORCE DE LORENTZ

<l

Conclusion: . .
Si la vitesse initiale V, est perpendiculaire au champs B uniforme alors la

trajectoire est circulaire

Ona:

Vo Sina = Vg,
q
Vo1 Vocosa =V,
0

Remarque- 28 :

H
la notion perpendiculaire et parallele relative au champ magnétostatique B

z z
- -
Vo//A Vo
- VZQ -
v B 2 Bl
o N
<
= X
gy Vou
\/
B
<
X §
N
V,sin Vo, &
o’
En posant R, = — = — %ﬁegrauon des équations différentielles obtenues
w w
donne : 09)
Vo Sina

X(t) = ( )sinwt = R, sinwt
Vo
y(t) = (

Z(t) = (Vo cosa)t = Vgt

w
SI

na)(cosQ)t —1) = R,(coswt — 1)

&
Dans le plan xoy I’équation de la trajectoire est

%\
& > 2
& X¥+W+R) =R

Q
Donc circulaire et puiscfﬁe uniforme suivant oz donc hélicoidal
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2TSI/MP(BénjiAvellal) 6.1. FORCE DE LORENTZ

wl

Conclusion: o .
Le mouvement d’une particule chargée de vitesse initiale V,=V, +V,, dans
un champ magnétique uniforme B donne:

>T/>OL ~» mvt circulaire dans le plan perpendiculaire a B

>T/>o/, ~> mvt uniforme dans la direction de B

Application 11 :

Mouvement d’une particule chargé dans un champ uniforme

Une particule électrique ponctuelle M de masse m et portant une charge > 0 mobile
dans une région d’espace ot regne un champ :

o Electrique uniforme E = E€, E>0 8
e Magnétique uniformel_3> =Be, B>0 \\jo
La charge est émise sans vitesse initiale au poin(té@ at=0.
@
| 1.1 | Vérifier que le poids est nég]igea\ig?fe. Pour cela comparer la norme du poids

d’un électron de masse my = 9,11.10°31 kg eg\clle charge e = -6, 11.10°1° C et la force de
Coulomb. On donne g = 10m.s? et E = 10 Vm!

|1.2| Par application de la RFD tggﬁver un systeme de trois équations différen-

tielles scalaires vérifiées par X,y et Z. QO

[ . S B

| 1.3| Résoudre ce systeme et e déduire X(t), y(t) et z(t) on posera : w = %
"

| 1.4| Représenter la trajectoi\i:f% .

<
|1.5]| En déduire le rayon de courbure en fonction des données.

(2) On suppose maintenant \éﬂle la particule possede une vitesse initiale : Vo = V€
[2.1| Retrouver :x(t), y(tg

|2.2| Pour quelle valeqr particuliére vy, de v, , la charge décrit un mouvement
rectiligne confondu avec OX.Exprimer vy en fonction de E et B.

| 2.3| Que peut-on cé;‘l‘e dans ce cas sur la force exercée sur la charge.
Q

| 2.4| Représentercl’a trajectoire de la particule dans le cas ou v, = 20y
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Correction - Correction

Comparons my et eE

-mg=9,1110%¥N -eE =6,1110%¥N
donc le poids est négligeable

mX = qyB (1)
ma = q(E +V A B) = | mj = q(E - xB) 2)
mz=0 3)

E .
X = —(wt — sinwt)

Par intégration on trouve : = { y = B—(l — COoswt)
w

z=0 mouvement plan

E
Representation graphique (on prend By = 1
w

g
Le rayon de courbure est 5\/
<
N
4E Y
Pc = B |n(_)|
@/
Y
S
%
@ V=@ §
Q/
= —(a)t - smwt) + —é}sm(wt)
1
y=(3- vo)—(l - Co@wt)
B w $
mouvement rectiligiie confondu avec ox :Vt = vec = —

B

3 la force magnétique compense la force électrique

REERN H
ml
2
mi
+
<l
>
ol
1
ol

Representation graphique avec v = 2vq.
&
Q

E . Vo .
X = —(wt + sinwt) = — (wt + sinwt)
On rappelle que dans ceQ(éas ,ona: B 2
O y = ——(1 - coswt) = —==(1 - coswt)
Bw 2w
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6.2 Effet HALL

énoncé Voir CNC 2007 épreuve physique 1(MP/TSI)

Correction - Correction

Conduction électrique sous champ magnétique

Premiere partie : Sonde a effet HALL

1).1- Vecteur densi_t)é _q)e courant :
j = jUxetly,= ff j.dS = jab donc

=1
=21

1.2- Charge g animée d’une vitesse T = vUy
1.2.1- Force de lorentz §

,

?L = q—U) /\_B> :>?|_ = —quﬁy
O |
1.2.2- En absence du champ magnetostatique’ B, un porteur mobile de charge ( est

q
soumis a la seule force électrostatique fo = ﬁ qui est a I’origine du courant électrique

lo. <

En présence du champ magnétostatique ;Eé: BU, un porteur mobile de charge q est
ﬁ

soumis a la force magnétique f, = —qéB_ljy(q et v étant du méme signe Cf. 1.2) qui

infléchit sa trajectoire vers la face de laéﬁ)laque :
¢ située a droite du sens de I pou;g9 g < 0 = accumulation de charges négatives
sur cette face et défaut de charges sur la face opposée.
¢ située a gauche du sens de Iodg/f)ur g> 0 = accumulation de charges négatives
sur cette face et défaut de charges sur la face opposée.
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1.2.3- Champ HALL
On en déduit du résultat de la question précédente 1.2.2 les faits suivants :

¢ Apparition d’un champ électrostatique (champ HALL noté _E)h) orienté vers la face
située a droite du sens de |y (pour g < 0) ou vers la face située a gauche du sens de
lo (pour g > 0). Dans les deux cas, un porteur de charge ( est soumis a 1’action de

la force _f>H = q_E>h (de direction I’axe Oy).

¢ Le régime permanent (au bout d’un certain temps) est atteint lorsque le champs
HALL atteint une valeur suffisante pour que _f>H +?|_ = 6) ; les lignes de courant
redeviennent paralleles au champ —E)h, d’ou :

1.2.4- Tension HALL

- -
VC—VA:fEh.dy:vBa=>Vh:vaB

La tension de HALL est positive et indépendante de la charge g.
1.2.5- Résistance de HALL
Onal, = jabet j = nqu donc

Bl, Bl,
" hgb Ry b
1.3- Applications
1.3.1- La plaque P est en cuivre métallique Q
1.3.1.1- Densité particulaire \03(
~/
mN/_\ NA —
n=——=p— =8240x 10" m3
My P - 82
Y:l
1.3.1.2- Résistance HALL <
&
1

R, = P =-0,76x 109m*A st

1.3.1.3- Tension HALL él

V,, =-0,76x 10°°V

1.3.2- Les sondes de HALL ut:i@?‘s/ées au laboratoire pour mesurer les champs magné-
tiques sont constituées d’'un ma@riau semi-conducteur.

1.3.2.1- Dans un semi—cond\éf/cteur et a température usuelle, la densité particulaire
des porteurs majoritaires (éle\c/?frons ou positrons "trous") est de 1’ordre de 10??m 2 : plus
faible que dans un conducte§~f, donc l'effet hall est plus important.

1.3.2.2- Dansla pratiqug/?\on mesure une tension (tension HALL). Cette derniére étant
proportionnelle au Cham]QUQB, simple étalonnage (détermination du ccefficient de propor-
tionnalité) permet, donCQQ’accés a B.

Exemple : utilisation enteslamétre, appelé aussi sonde a effet HALL.
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2TSI/MP(Béni Mellal)

6.2. EFFET HALL

Deuxieme partie : loi d’OHM anisotrope

2.1- 71 est homogéne a un temps; son unité est, donc, la seconde (9).
ﬁ

2.2- L'expression de |

T =ngv
2.3- Ddg)lxiéme loi de NEWTON
1-
m_a):m—vzq(—E)+_v’/\T3>)——v etT=—]
dt ng

En régime permanent :
1- .
a(B+7n8)-T7-q[E+ T AE)- 07 -0

T n nqgr
. — m- 1 -
cequidonne: E=——]+—BA |
ng-r ng
Si on pose
2
1
o= nﬂ et R.=—
m ng
on obtient
- 1 - -
E=—]+RBA ]
o
C.Q.ED
q
2.4- L’axe Ozest choisi tel que B = BU,
2.4.1- Projection de I’équation vectorielle (2) Q
5
S Jx -
RS — - RB
Ex N 0\ (ix o g
E,l = =y +Rh0/\Q/y = k"‘RhBJ-x
ol . . (o)
E; Iz B@/ Iz E
N o
%
Soient : é;"
. oB, - 0’RBE,
Ix G 1+ o?R2B?
j v?chE + o*R,\BE,
v 2 2
3 1 + o?R2B
JZQ: O-EZ
oo
ou : Q;
o
I = T2 (EX + Tchy)
= o
1N, = 1+7'2w§( TwcEx + Ey)
Jz = fopl =
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2TSI/MP(Béni Mellal) 6.3. ASPECTS VOLUMIQUES DE LA FORCE DE LORENTZ ET DE SA PUISSANCE

1 1w 0
—Tw: 1 0 (3)
0 0 1 + 7%w?

I
q

1 + 7202

> restart:
> egA:=Ex=jx/sigma-Rh*Bxjy;
jX .
qu:::Ex::L-—Iﬂ1Bjy
g
> eqB:=Ey=jy/sigma+Rh*BxjXx;

eqB : _Ey_J—y+RhBJx
> solve({eqA, eqB}, [jx,jyl);
[[.X_O'(Ex+RhBo-Ey) : __0'(—Ey+RhBo-Ex)]]
K T reeer YT 1R RRo?

- = L. . .
2.4.3- lesvecteurs | et E ne sont pas colinéaires donc le milieu est anisotrope.
-
2.4.4- Oui, le milieu reste linéaire en présence du champ magnétique B .
-
2.4.5- En absence du champ magnétique B , I’équation (3) s’écrit :

g

ﬁ
| =cE

On retrouve, ainsi, la loi d’ohm pur un milieu iso@pe.
Conclusion : les phénomenes liés a 1’anisotr0pie\7(ﬁrécédente (Cf. 2.4.3) sont plus impor-
tants dans les semi-conducteurs et ils dépendest de la géométrie du systeme étudié!!

%
g
6.3 Aspects volumiques dg?y la force de LORENTZ et de
Y
sa puissance 5
&

6.3.1 Force électromagnetlgjie volumique

Considérons un milieu comportant des espéeces différentes de particules Chargees

Chaque espece i a une densité partigulalre volumique nj,une charge @ et une vitesse V
Le vecteur densité de courant est:/Honc

N N N
dF = Z@i@r(E +ViAB) = dF = (;pid‘r)—E) + ;(pidrvi) AB
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2TSI/MP(Béni Mellal) 6.4. FORCE DE LAPLACE . MOMENT DES FORCES DE LAPLACE

N N — -
Or:p=2petLEVi)=]
i= i=
Ce qui donne

_)
- F -
df:dT@E+7A—B>>:%_:pE+TA§
T

C’est la densité volumique de force électromagnétique

6.3.2 Puissance de la force de LORENTZ

L, = e - —_—
On a pour une particule chargée : F =q(E+V AB)=® =F.V=qE.V

De méme pour une distribution volumique

dP = pdrEV — dP = pV.Edr

? TR :fff(T.E)dT
T Vv

C’est la densité volumique de puissance électromagnétique

Ce qui donne

Application 12 :

Conducteur ohmique de section S et de longueur L :
. 1-- 112 112
On a : dP :T.—E>d7' = dP = —T.Tdr cestadireP =——=SL—=P =——=L
o o S? oS

L , . .
Sachant que R= s = preg la résistance du conducteur ohmique; alors
o

Q
P -—R? I
N
~

SN

%
6.4 Force de LAPLACE . Moment des forces de LAPLACE

s
La force de LAPLACE est la force magnétiq;a/e qui s’exerce sur un conducteur traversé

7 . y N\ by 7. =3

par un courant dans une region de 1 espaceu regne un champ magnétique B.
&
Q

Q V(M)

vl

G
gonducteur
~

~N

I’élément de volume dr d’un conducteur subit la force élémentaire de LORENTZ :

L

dl_:>_—.> =

— = AB—dF =dCAB
dr
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2TSI/MP(Béni Mellal) 6.4. FORCE DE LAPLACE . MOMENT DES FORCES DE LAPLACE

La densité volumique des forces de LAPLACE

Remarque- 29 :

— —
@ Cas d’un circuit filiforme traversé par un courant permanent : dC = ld¢

H
p—y d__f Section du conducteur

dF = f Id_)f AB
circuit

Ce qui donne

Donc pour un conducteur fermé, parcouru par un courant permanent I, la force de LA-
PLACE s’écrit
- -
F=I 95 déeA B
circuit

@ Si ce circuit est parcouru par un courant permanent I et plongé dans un champ

- — —
magnétique B, alors chaque élément de circuit d¢ = dOP, situé autour de B subit une

force de LAPLACE : dF = Id/ A B.
Le moment par rapport a un point A quelconque de la force de LAPLACE sur I’ensemble
du circuit est alors

— — — — o 2 — - =
MA:56 AP/\dF:56 AP/\(J/\B)dfzgg AP A (1d¢ A B)
circuit circuit circuit
Application 13 : %\’
- N
5

Force de Laplace app]iquées%zif/ une tige (énoncé voir TD3)

Une tige OA est parcourue par un couraxi? d’intensité | ; elle
baigne dans un champ magnétique uniforme TB)O qui lui est or-
thogonal (voir figure ci-contre) Q
Déterminer la résultante des ggzl‘ces de Laplace appli-
quée sur la tige. & I

©
wl

Q
Calculer le moment en O de {es forces.

@ Quel est le moment en I, m\i/?ieu de [O,A]?
<

7 Correction

~
S
~N
s
S -
& L0OB
& dF ¢
§

A
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2TSI/MP(Béni Mellal) 6.4. FORCE DE LAPLACE . MOMENT DES FORCES DE LAPLACE

, . . — A =
@ Puisque le circuit est filiforme alors dF = fo Id¢ A B.

H
Sachant que | est permanent et B, uniforme alors

F =10AA B,

—
@ On a pour tout point M € [O, A] tel que OM =rT :

dM, = OM A (IdOM A By)
On rappelle que
IA(2A3)=2(13)-3(12)
— —_— —— - = =
Donc : dM, = IdOM(OM.B,) — | Bo,(OM.dOM)
_— 2 — =
Puisque OM et B, sont perpendiculaires alors OM.B, = 0

ainsi
— ———>

M.d d( O|\/|2 + cte)

Ce qui donne que

/T;(o = _%I(OA)Z—éo

@ La relation caractéristique des torseurs donne :

—

. 1—
Puisque 10 = _EOA alors

- Q
M|:O ,}'

~
Application 14 : g
~N

&
Nature du systeme de forces deyLaplace (énoncé voir TD3)
~N
Soit une spire de forme carrée de coté aé‘t’raver—
sée par un courant | qui régne dans un clzgmp ma-
gnétique uniforme B perpendiculaire au@an de la
spire. Q

®
ol

@ Déterminer la résultante des forQes F

@ Déterminer le moment resu]taﬁ’f Mo de la ré-

sultante des forces F avec O le cen&z*e de la spire.
@ Conclure. g

~/
N3 0
< Correction
@ La résultante des fﬁce est nulle.
@ Le moment resulté‘ﬁt M= m AB= O

@ La spire carrée é‘ét en équilibre.
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6.5 Travail des forces de LAPLACE sur un circuit inde-
formable
Considérons un élément d_f d’un circuit filiforme, orienté dans la direction du courant

I. Cet élément subit une force de LAPLé)CE dF .
Pour déplacer le circuit dune quantité dr , cette force doit fournir un travail

t+dt

W =dF.dOM — d?*W =1(d’ A B).dOM
—_— > =
= d*W =1(dOM A df).B permutation circulaire
~————
as
— W =1dSR.B

ou E§ = dSTH est la surface élémentaire décrite lors du déplacement de 1’élément de
circuit (les trois vecteurs (T(_D_I\Z d_f,—rf forment un t@iédre direct). On reconnait alors 1’ex-
pression du flux magnétique a travers cette suiﬁace balayée, apgt_alt_é) flux coupé. Pour
I’ensemble du circuit, le travail di a un déplacs;ﬂent élémentaire dOM est :

<

dw = d*W = |d°®, = 1dD,

circuit circuit

S
Théoréme de MAXWELL : z
Le déplacement d’un circuit électriqueffermé dans un champ magnétique extérieur en-
gendre un travail des forces magnéti%les égal au produit du courant traversant le circuit
par le flux coupé par celui-ci lors degon déplacement.
o
| W =1

:/?\/
c
@
6.6 Dipole magn%ﬁque
S
6.6.1 Définition. Mqt)iment magnétique

&
» On appelle dipodle Ié&gnétique une boucle de courant.
En effet : Soit (I') un circuit linéique fermé parcouru par un courant |
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(S) est une surface quelconque s’appuyant sur le boucle (I').
é
» On caractérise le dipole magnétique par son moment dipolaire 9t définie par

M= f S (AP
(S)

Remarque- 30 :

@ En pratique puisque la surface (S) est quelconque on prend la surface de la
boucle.
Exemples :

. . . q
e Spire circulaire de rayon R : ) = |7R%e,.
H
e Spire carrée de c6té a : M = 1a%e,
- 11— —
@ sachant que dS = =OM A dOM alors :

2
— 1 — — - 1l,— —
fnzzzg%r)mMAdOM:mz:EgEOMAldOM
—_— — o —
Or1dOM =dC = | (dS = j dr e qui donne

ﬁ:lsﬁzlff(j_s’:%sgm’AldOM:%fchlvl)ATst:%ffchlviATdr

Application 15 :

I
g
~
J
Déterminer le moment magnétique : Q&
D’un disque, de rayon R, chargé>par une densité surfacique de charge o en
rotation uniforme autour de son axe a la vitesse w ( constante ).
D’une sphere, de rayon R, ché%gee par une densité volumique p en rotation

uniforme autour de I’'un de ses axes a Igovﬂ:esse w constante.
D’une spheére, de rayon R, pgrcourue par un courant surfacique j s=Jo Sln08¢

Eorrection

@ OnadETJE——OM/\dCa?ecOM_rer etdC—Jst=>dC orwe,dS

2
g
ce qui donne : do = }O'I' wrdr@@ﬁ et par conséquent
2 &
&
QO 5)? = 1_0'7w) €
@) T4 %
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2TSI/MP(Béni Mellal) 6.6. DIPOLE MAGNETIQUE

Ou bien on subdivise le disque en des couronnes élémentaires de largeur dr, son moment
magnétique élémentaire s’écrit :
d"t = nr?i€, avec i = orwdr ce qui donne :

1
dﬁ = cwridre, = ﬁ = Z(rzm) €

@ Soit une sphere chargée uniformément en volume (p) de rayon R en rotation
uniforme autour de 1’axe oz. .
Le moment magnétique de la sphere s’écrit : M = INE,.

- 11— —
Sachant que : dt = EOM AdC.
Avec OM =€ et EZ‘ = Tdr = deT = 68 =plrw SinGdTE;
L 1 .
Ce qui permet d’écrire que dﬁ = —=pr2w singdre,
2
Par projection sur € on trouve :

1 . . :
dﬁ.@; = Epr"'w sirf 6 dr do dg Cosg — 0) et par intégration on trouve

- 4
M = l—5npr5€;

Ou bien on décompose la sphere en des couronnes élémentaires de section rdrdé.
La couronne élémentaire possede un moment magnétique élémentaire :

dM = x(r siné)’die;

. Ve Ve . . v- . Ve 7 . .
avec di le courant élémentaire qui traverse la \ééctlon de la couronne €lémentaire qui

vaut ~
di = pV dr rdd = qujf,‘: pr?wsingdr do
Pa conséquent : 5?'
— ) —
dm = np@ sin® drdge,
On rappelle que : /55
. 4
f simtxdx = =
0 3
. "
Il en résulte que N

J 5)2 —ﬂpr5€)Z
q\/ 15

@ La spheére, de rayon;,ﬁ parcourue par un courant surfacique j s=J Sln0e¢

Remarquons que pour cettg%phere on a I = NE.
Ainsi OM = Re et dC = j S@S — dC = josingdSe; avec dS = RZsingdddy donc :

QO — 1
O dm = —§j0R35in29d9dgo€;
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2TSI/MP(Béni Mellal) 6.6. DIPOLE MAGNETIQUE

par projection sur oz on trouve
1. .
dme, = 5107 sir” ededy

Par intégration sur 6 et ¢ on trouve :

4 . .
M = :—%nR?’jo?Z = joVE

avec V le volume de la sphere.

6.6.2 L'expression du potentiel vecteur dans l'approximation di-
polaire

Considérons un dipbéle magnétique rigide de forme circulaire de rayon R, et M un
point de 1’espace tel que M = M(r, 6, ¢)
L’approximation dipolaire nécessite que r > R

ﬁ
» le plan (€,€) est un plan d’antisymétrie ce qui donne A(M) = A,(M)g,.
» On a invariance par rotation autour de oz ce qui donne que
A(M) = A(r, 6)E,

Ona:

,u
Am) = £ jé PM
On rappelle le théoreme de KELVIN

ng(lvl)aé:f dS A grad f(M)
€ S(C)

4(/ S4I

. = B Mol —- — 1
Ce qui donne :A(M) = I ffs(c) dS A grad PEM

— -1/2
Or :PM = (Xy — Xp)&x+ (ynm — !/P)E; +(zm - ZP)E; dOHC@— = ((XM —Xp)?+(ym —yp)* +(2m — ZP)Z)

—
. 1., 0,1 1 PM
grad = —(=—)e+ —(=— e — grad
g PPM % Pt 3, B T (ﬁ\’? « = dradPpN = Pws
Il en résulte que
'7[
=2y SA o
A7) Js(c)
Dans ’approximation dipolaire QQ
— —
L'approximation dipolaire — PM = oM
i i PM3 ~ OM?
447’
, w_ Mo 32 OM
Ce qui permet d’écrire que : A(W ffs(c) dsS A OME
On rappelle que : M = | 1IN ds @ qui donne
- — -
5 o MAOM o MAE
AM)="——F7—7+——="— S)Jtsme
W=t aF = = ~1: <
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2TSI/MP(Béni Mellal) 6.6. DIPOLE MAGNETIQUE

Potentiel vecteur en coordonnées sphériques dans 1’approximation dipolaire

6.6.3 Le champ magnétique dans l’approximation dipolaire
Ona: B(M) = rot A(M) avec A = AE, = %fmsineﬁ;

e . . - e - — —
Ainsi en coordonnées spheriques pour A = A € + Ajgy + A6, ona :

—— 1 4(sinbA) A, 1.1 A OCA)_, 1.0A) OA
rot A =— -—Jeg+-[—— - + = - —
rsme[ 00 oy & r[sme oy or ] r- or 00 &
Ce qui donne :
1 [a(sin9A¢) _% _ 2ueMicosy
" rsing- 96 Ao 4nrd
_1.1 A A, poMising
“~ r'sing d¢ o 4nrd
B,=0
Qu’on peut écrire
NN NN
B(M) = 47”3(2 CO¥ E + SN0 &)
Application 16 :
Relation intrinseque du champ magnétique dipolaire (TD) :
@ On a:
- U s
_ 0 = o=
B(M) = 4”5; (2 cosy e;;/ sin@ eg)
= .
— B(M) = Z:rr3 (2(5;.6’)3 + siné(e; /\Er)))
~N
= MM Q/_) =\ A=
= BM) = 25 (2€F)E +(@AT)AT))
ﬂi;ﬁ NG
ﬁ
=B = 5 (2@ -8 @ AE))
- m &
—=Bm - 5 Re)E -8@®) +eEe)
O
ﬁ
=B = LB (eee -3)
7Tr?
—BM) = -2 (3(0%.0M)OM - r4n)
A
Il
@ L’équation des lignes gde champ :
~
B = B B
JBAdOM =0 — — = =
S drrdo
Par intégration 5\
Q :
& I =r,Sinfo
Q

Représentation graphiq(de
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2TSI/MP(Béni Mellal) 6.6. DIPOLE MAGNETIQUE

6.6.4 Actions d’'un champ magnétique sur un dipole

Considérons un dipéle magnétique supposé rigide, de moment magnétique ift , de
dimensions tres petites devant les distances ou s’exercent ses effets, et placé dans un
champ extérieur T3>ext . L'hypothese du dipole de petites dimensions permet de pouvoir
considerer T3)ext comme quasi uniforme sur la surface S limitée par le circuit constituant
le dipdle.

6.6.4.1 Résultante des forces

Comme f d? = 0 alors 09)

<

On retient que la résultante de la ﬁ\élrce de LAPLACE du a un champ —B)ext uniforme sur un
dipble magnétique rigide est nulig.

<
“
S
>
Remarque- 31 : é)u

Sile champ magnétl’queTB) Q/( ou le moment magnétique ﬁ du dipdle ) n’est pas uniforme
alors la résultante des fortes de LAPLACE n’est pas forcément nulle.
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2TSI/MP(Béni Mellal) 6.6. DIPOLE MAGNETIQUE

6.6.4.2 Le moment résultant des forces de LAPLACE

T = §OMA(1d(M) A B) =T =1 £[(OM.B)dé(M) - B(OM df(M))]
— T =1 §.(OM.B)d/(M) - I(,.(OM.dOM)) B puisque dZ(M) = dOM
Or:

_— ——

1—,
. SQOM dOM = 9%d(§OM )=0
e D’apres le théoreme de KELVIN

—_— = —

.(OM. Bydim) = .33 A grad w(OM.E)
On a : OM :x§;+y€;+z€§et§: B«& + B,€ + B.,&,
— e e — - - =
donc : OM.B = xBy + yB, + zB, = grad 4w(OM.B) = B,&; + B,g, + B,e, = B
; - — -
Il en résulte que : I' =1 f dS(M) AB
S

—
N

- o 9
r="AB

Conclusion :
7 3 % . . ~ 3 3 7 . N
L'action d’un champ magnétique B.; uniforme sur un dipole rigide se réduit a

e e S S
un couple de forces dont le moment est I' = 0t A By

6.6.4.3 Energie potentielle d’interaction d’un dipéle rigide placé dans un champ
extérieur

Q

On rappelle que d’apres le théoréme de MAXWE\?ffL W =1do =1 dd,
Si | = ctealors 6W = d(1® + cte) = —dE, ce qui gESnne
o

Ep=-1® +cte

-
> -
C’est I’énergie potentielle magnétiqug\ﬁu contour (C) placé dans un champ By

Remarque- 32 : %
Soit ‘W le travail fourni Pour dep]aceni% contour a | = cte
oW =1dd = W =1 ﬁb( et aprés ulg)%gratmn
Qo
W i, = 1(@(t2) — D(tr)) > 0 = D(t2) > O(ty)

=

Conclusion: &

Sous l’action d’un champ magnétique extérieur, le contour (C) se déplace dans
% ’ .

le sens ou le flux de B év\/travers (C) augmente: C’est la regle du flux maximum

Pour un dipole magnethue génergle potentielle peut s’écrire :
Ep=-10 = E,=—(l ffs d%f Bex Ce qui permet d’écrire que

Q/
(Slo Ep = _EIR. Bext
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2TSI/MP(Béni Mellal)

6.6. DIPOLE MAGNETIQUE

6.6.4.4 Actions subies par un dipole magnétique dans un champ extérieur

) V4 Ve . . 7 . J Ve . V4 . ﬁ
On admet la généralisation de l’action d’'un champ magnétique extérieur Bgy sur un

ﬁ
dipole magnétique de moment Mt

— = - -
Ep = -0t Bex et ' =9 A Bex

Et par conséquent si on appelle I_:) la résultante des forces de LAPLACE et? son moment

alors :

- —_— -
F=-gadE, = F =

grad m.

—

Bex

Ainsi

e
F:ED,EABext

6.6.4.5 Comparaison entre les dipoles électrostatique et magnétique

Dipole électrostatique Dipole magnétique
Définition Qr =0avec G_ # G, Boucle de courant
Modélisation G_(-q) «— G.(+0) spire parcouru par un courant I
L'expression du moment P= 9G_G, M = ST
= =
1 P€ Uo ME
Potentiel scalaire V(M) = — L V(M) = —
i ' (M) dng, 12 X m(M) 47r_>r2
5 N A
Potentiel vecteur / 445 K(M) = Ho = &
I8
P N RN .
Expression du champ E-= (2 COSH@ + sinde) B =kt (2 cosfE + sinde,)
47T<S:‘L0|'3 < 4nr3
~
Relation intrinséque E-= —(B(T:’)@})E) —~ rzT:’)) B=to (BME)E — r2m)
drg 3 " < 4r3
. . . 22 <= — —
Energie potentielle Ep=-P.Ee @ Ep=-M.Be
j - — — - —_— o
Résultante des forces F = grad éﬁEe) F = grad (Wi.Be)
- = ‘ - 2 =2
Moment du couple I' =P AF. I' =M A Be
Symétrie (T:’), TNL)\& I1s (ﬁ, 6“_/1) =T1la
Invariance Par Fo ation autour de B Par rotation autour de ﬁ

~
&
v
&
<
>
&
QCD
O
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2TSI/MP(Béni Mellal) 6.7. LE CHAMP MAGNETIQUE TERRESTRE

6.7 Le champ magnétique terrestre

@ Propriétés du champ magnétique terrestre
A notre échelle, tout ce passe comme s’il existait a I’intérieur de la terre un aimant droit
comme l’'indique la figure.

Reprendre le schéma et indiquer :
- Les poles de ’aimant
- Quelques lignes de champ orientées.

Les poles d’'une boussole située au point P.
NG

NM

NG : Nord géographique
SG : Sud géographique

o E: équateur géographique
NM : Nord magnétique
SM: Sud magnétique

SM

sG

L’'observatoire de Chambon la Forét (France) a déterminé pour l’année
2001 les caractéristiques suivantes du champ magnétique terrestre :

- Déclinaison D = 2° W (ouest)

- Inclinaison | = 64°

- Valeur totale B = 47450nT

Définir a ’aide d’un schéma ,la déclinaison et 1'inclinaison magnétiques.

Apartir des données précédentes , calculer la composante horizontale By
du champ magnétique terrestre.

Mesure de la valeur de la composante dorizontale By du champ magnétique
terrestre. On réalise une bobine plate de N sp1re® S de rayon R parcourues par un courant

d’intensité |. j’
Justifier que le champ au centre e la bobine est donné par la relation :
@
_ NI %NI
TR
S

@ On dispose au centre de la boql;ﬁne et per-
pendiculairement a son plan une %etite aiguille
aimantée. en I’absence de courant dghs la bobine ,
'aiguille aimantée est perpendiculaire a 1’axe de la
bobine comme l’indique la figure é%contre Que se
passe-t’il lorsque la bobine plate est parcourue par
un courant ? s’aider d’un schemé<

Lorsque l’algullleqélmantee atteint sa position d’équilibre en présence de
courant , elle a dévié d’'un angle a .Exprimer la valeur de la composante horizontale du
champ magnétique terrestr%“BH en fonction de N,|,Ret «

AN:I=1, 25R 10cm;N = 10et a = 75°. Calculer By. Conclure.

Correction - Correction
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2TSI/MP(Béni Mellal) 6.7. LE CHAMP MAGNETIQUE TERRESTRE

ﬁ* Axe de rotation
de la Tems

?'b’f

» D : déclinaison, c’est I’angle entre le nord géographique et le nord magnétique
H
» I : inclinaison, c’est I’angle que fait By avec ’horizontale

AN
» By =Brcosl ——> By =20800nT
) AN
» By =Bysinl ——> By =42647nT
B _ HoNI

Q
AN 5
3- By = B,cote ———> By =20uT S
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CHAPITRE /

EQUATIONS DE MAXWELL

7.1 Equations de MAXWELL dans le vide

7.1.1 Formes locales des équations de MAXWELL

Soit D une distribution de charges caractérisée dans un référentiel galiléen R par

les densités :
—
» de charges p(T,t) avec T = OM
-

» de courant j (T,t)
On admet les quatres équations suivantes dites équations locales de MAXWELL dans le
vide.

Q
S
VE=dvE=LX M’G : MAXWELL -GAUSS
E,
0_) (L\\V/'
6B
VAE=TOlE = — 4/M.F : MAXWELL -Faraday
~/
5
V.B=divB=0 M.@ : MAXWELL -Flux (ou Thomson)
%
- — GI—E) Qé/
— - - :
VAB=r0t B =] +507$Q$ M.A : MAXWELL -AMPERE
)
. 9
9 23

£o— a la dimension du densité d‘un courant appelé vecteur densité de courant de dé-

ot <
- N
placement noté j p. «
g
Remarque- 33 : \;

° Pu1sque les équations d@/\MAXWELL sont linéaires, alors les champs électromagné-
tiques E et B vérifient le pgsnape de superposition.

e On peut avoir un cha‘fﬁp E a partir de la source p ou a partlr d’un champ magné-
t1que variable en fonct1ocfﬂ du temps. Ainsi la source d’un champs B a partir de la source
J ou a partir d’un chan%f) E variable en fonction du temps.

141



2TSI/MP(Béni Mellal) 7.1. EQUATIONS DE MAXWELL DANS LE VIDE

e Dans un milieu linéaire homogene isotrope (L.H.I) les équations de MAXWELL restent
valable a condition de remplacer

| 0w &= g0 et Ho ™ [t = Hoptr |

7.1.2 Contenu physique des équations de MAXWELL
7.1.2.1 Equation de MAXWELL -GAUSS

Ona:divE =2 = [[[ divE dr= fff%ﬁo dr

€o

Sachant que fff(v divE dr = S@:W)E.C_Ig ainsi fffq/p dr = Qi ce qui donne

divE = 2(M.G) = Bad=2mrg
€o

(V) €o

Conclusion:
La forme intégrale de 1’équation de MAXWELL -GAUSS ce n’est autre que le théoreme
de GAUSS .

7.1.2.2 Equation de MAXWELL -FARADAY

Ona:

Surface ()

Or : ffzﬁ —E’H§ = fr—E)(ﬁ avec X une surface qui
s’appuie sur le contour I

ﬁ
. 0B — 0 - —  dO Q
Ainsi ffz E.ds = a(ffz B.dS) =g 5
v\_/

Contour (I

Ce qui donne :

= = do

H
- 0B —
tE=-—(M-F =DE.dl=-—
ro 0t( )=e 56; o

c’est la loi dg%‘FARADAY .

Avec ela force électromotrice. (plus de de@ﬂ voir chapitre induction)
Conclusion: &

O
La forme intégrale de 1’équation d@ MAXWELL -FARADAY est la loi de FARADAY .
Q

~N

3 N
7.1.2.3 Equation de MAXWELL -Efux
N

Ona:divB=0= ﬁ_Eid_S) = O\é?(/ast a dire queTB) est a flux conservatif ( aucune ligne
de champ ne diverge) “/
~/

.= - —
div B=0M - ) = 956 B.dS = O(conservation du flux)

) T
Conclusion: Q

&
la forme intégrale de l”équation de MAXWELL -Flux est la conservation du flux
du champ magnétique a Yravers une surface fermée
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2TSI/MP(Béni Mellal) 7.1. EQUATIONS DE MAXWELL DANS LE VIDE

7.1.2.4 Equation de MAXWELL -AMPERE

—

Ona:rot B=pu] +jo)= [frot B.dS = [[(] + ] 0).dS Or
> [[.7ot B.dS = [ B.dz.
- —
> ffz j.dS = le.
- — )
> fz j 0.dS = Ip courant de déplacement
ce qui donne

—> = =
J

_)
rot B = uo(j +

p)(M-A) = SETB)d_f = uo(le + Ip)(théoréme d’AMPERE généralisé)

Conclusion:
La forme intégrale de 1’équation de MAXWELL -AMPERE est le théoréme d’AMPERE généra

Remarque- 34 :
Les quatres équations de MAXWELL plus la force de LORENTZ constituent les postulats
de I’'électromagnétisme.

7.1.3 Equations de MAXWELL et la conservation de la charge

Calculons div (M.A) :
é
. = odiv E
div rot A = ,uo(dIVT + SoT)
\ H =1
Or D’apres M.G : g,div E =p

ainsi: divrot B= V.(V AB) =0 8
ce qui donne : \0’
.= 0p
divj +—==0
i
Y\_/
C’est I’équation 1ocale£<z'/l:é conservation de charge

<
, 3
7.1.4 Equations de MAXWELgi’ et relations de passages

O o
Soit la distribution suivante a 1’écl{§élle microscopique (A) :
o g o

<
%)
~
~
<
I
q
~
3

) s\/ Z '&) ~ Z(mm)

>
&
» Pour la densité Volumi%ﬁé de charge on a :

O
(()l 3 3
d°q = pdr = d°q = p dxdydz
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2TSI/MP(Béni Mellal) 7.1. EQUATIONS DE MAXWELL DANS LE VIDE

Intégrons cette expression par rapport a la variable z:

a
= (f p dz) dxdy = o dxdy
AO,_/

o

C’est a dire que a I’échelle macroscopique on peut modéliser la distribution volumique a
I’échelle microscopique par une distribution surfacique telle que

a
U:fpdz
0

» de méme pour le vecteur densité de courant, on obtient

a
TS:dez
0

Soit S une surface quelconque et O un point quelconque de S qu’on choisit comme
origine d’'un repere R (Oxyz) tel que Oz la verticale et Oxy le plan tangent a S au point O.

Cette surface S délimite deux milieux M; et M, tel que €& = 1>
z

Milieu M,
,1 E; = ﬁl—>2

-
Z. \\

Yy
/ \\ “Plan tangent a S au point O
4 MilieuM; O

X

Q
Intéressons nous a la continuité des champs elecgomagnethues a la traversée de la

surface au point O. Q/
I
7.1.4.1 Equation de MAXWELL -GAUSS g
\/
s
~

L= 0Ex OE, 8E 0
Ona:divE=" = —+ -~ Lyl
na g OX Oy 0z e
Intégrons cette équation par rapport a z e@re Oeta(— 0):

a aEx aEy a aEZ l a Q
+ —)dz+ || —dz=— dz
ax F g 2t h 59 ke IS
Or: 9E 9E 9)
a X
I| b ( 8x —)dz 0 quantité @)rnee
-
> |IIT(]) fo p dz = densité sdrfacique de charge.
a—
Il en résulte que : 57/
_ o o
Ez(o+) - EZ(O ) =— = Exn-En=—
80 80
0, -
La composante norma}l@ du champ E est discontinue en présence d’'une densité
O surfacique de charge
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7.1.4.2 Equation de MAXWELL -Flux

ona: 9B, B, 0B
dvB=0= 22X+ 22_
oxX Oy 0z
Intégrons Cette equatlon par rapport a z entre 0 et a(— 0) :
a aBX aa z
b (5o 6X f —d =0

Or:

im (S

, 8
> m fj‘ “dz = B/0") - B/(O")

Il en resulte que

—)dZ 0 quantité bornée.
dy

B,(O") - B(O") =0 = By, = By

—)
La composante normale du champ B est toujours continue

7.1.4.3 Equation de MAXWELL -AMPERE

Ona:
— = — 8I_E)
rot B = po(] +&0—-)
ot
- - - . ra=
avec : j :j(x,y,z,t)etjs:hngf0 i (% y, zt)dz
a—
Projetons 1’équation de M.A sur I’axe Ox on obtient :
gy oz Mol TSy
1ntegr0ns cette équation par rapport a zde 0 a af’f)n obtient :
fo —dz -0 (B, est continue) Q\Sfr
g
y 1
f = 42=B,(xp.at)-B,(xy.01) &
~
a " . ol
> fo Wdz — 0 (quantité bornée) S
: : S
> [ ix(x .2 1) dz= j &
&

Ce qui donne R

BZL/ Blz/ Mo J sX

De méme la projection sur Oy donr{g
~/

{ BZX_le:/JOij
g
En combinant les deux résultaés’; on obtient

- = —
Bs— B1=po] s/\ﬁl—>2

s

g
Conclusion: ‘b
En présence du couraﬁ surfacique js la composante normale du champ B est toujour
continue par contre Ya composante tangentielle est discontinue
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7.1. EQUATIONS DE MAXWELL DANS LE VIDE

7.1.4.4 Equation de MAXWELL -FARADAY

ﬁ
B
calculons 6{ _E) = _6_ :
ot
0 E
OX X
0
—_ A
oy E,
0
— E
0z z

dB, JE, OE, 0By
ot oy oz ot
98, ) 0B« 0B _ 0B
ot 0z 0X ot
0B, 0E, O0E, 0B,
3 gy ox ot

Intégrons par rapport a zentre 0 et a(— 0)

P(l):> Ezy—ElyZO
>(2):> EZX_ElX:O
»(3)=0=0

Il en résulte que

— -
EZJ_ = E1¢

(1)
(2)
3)

ﬁ
la composante tangentielle du champ E est continue c’est a dire

Conclusion:

— = —
(E2 = El) /\ﬁlHZ =0

P L, , 4 ;e
A la traversée d’une surface chargée S le champ E vérifie

_E>2 —_E>1 = z
€o
<
7.1.5 Tableau récapitulatif ey
N
Formes Locales Forme\s‘f\’i/ntégrales Relations de passage
Aval
~
~N
MAXWELL -GAUSS Thébréme de GAUSS
- o 45\ - — Qi - = o
dvE=VE=2 2 B(M).dS = = R(E,-E)=2Z
€o (1 €o o
& —
MAXWELL -flux o Flux de B conservatif
g
%)
dvB=V.B=0 3 fBMmdS=o0 R.(B,-B.) =0
~N
q
MAXWELL -FARADAY f27/ Loi de FARADAY
B 7 do
- 2 = N - — - = -
G{E:VAE:——tg e= FEM).dl = - RA(E,-Ey) =0

Théoréme d’AMPERE généralisé

q
— =2 = — a OE - = e -
rot B=V AB = uo]j Qeoﬁ ¢ B.dl = po(le + 1p) T A(Bs— B1) = o] s
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7.2 Potentiel vecteur et potentiel scalaire

En régime variable (dépendant du temps), la loi de COULOMB ainsi BIOT et SAVART
ne sont plus valables; il faudra utiliser d’autres méthodes pour déterminer le champs

électromagnétique (_E> et TB)).
Une des méthodes est la méthode des potentiels.

7.2.1 Existence des potentiels

D’apres I’équation de M.®, on a : div —B>(M,t) = 0 ce qui donne

- — —
B(M,t) =rot A(M,1) relation toujours valable
JB(M, 1) JA(M, 1)
Or ’équation de M.F : r_0t>_E)(M,t) = —T’ = r_)otI_E>(M,t) = —rot T

C’est a dire
ﬁ
rot (E(M.1) +

Donc il existe une fonction scalaire V telle que

GA(M, 1)

IA(M, 1)
ot ot

B(M, 1) + — _grad V(M,t) = E(M,t) = — grad V(M, t) -

Conclusion: . . .
Les champs E et B s’expriment a 1’aide des potentiels vecteur A et potentiel

scalaire V par: o

N

GA(M, 1)

BMt)=rot AM1t) :;  E(Mt) =—grad V(M,t) - =

@
Remarque- 35 : Q}

é
Les potentiels A etV ne sont pas uniquesg,\/

On admet la transformation de jauge suivante :
—> —> . L. - — e
Si (A,V) et (A1, V1) deux couples de poténtiels dont dérivent E et B alors si A = A, —

grad f alorsV = V; + a5t ou la fonctionft = (M, 1) est une fonction quelconque.
O

Conclusion: I . .

Une transformation de jauge neY¥modifie pas les champs E et B
M

7.2.2 Choix de jauge Q\/‘,‘

puisque les potentiels ne SQi‘lt pas uniques alors on impose certaines conditions sup-
plémentaire sur les A etV afh\'l/ de simplifie les équations.

» En régime stationnaire(indépendant du temps) :on utilise la jauge de COULOMB afin
que A vérifie I’équation dﬁQPOISSON pour la magnétostatique :

QO r
S div A(M) =0

16 février 2015 elfilalisaid@yahoo.fr




2TSI/MP(Béni Mellal) 7.2. POTENTIEL VECTEUR ET POTENTIEL SCALAIRE

» En régime variable : on utilise la jauge de LORENTZ afin que R et V vérifient les
équations de POISSON généralisées.

. oV
div A + Hosomr =0 jauge de LORENTZ

7.2.3 Equations de POISSON généralisées
7.2.3.1 Equation de POISSON généralisée pour le potentiel V

. — oA
Ona: lel_E) = p/&o ainsi_E) =-—gradV - T ce qui donne

IA IA
—
div(—gradV—E):ﬁ:—AV—div(E):ﬁ

€o €o
ﬁ
. O0A o,,. — o’V
Or : div (E) = a(d'V A) = _MOSOW
Il en résulte que
oV p
AV—uOSOW +g_o =0

C’est I’équation de POISSON généralisée pour le potentiel V

7.2.3.2 Equation de POISSON généralisée pour le potentiel vecteur

JE
Ona:rof B = ,uoj + UoEo—— g 9
v\_
— . 0A ~
Or:gzﬁ,—&et—é:—gradV—Ecequidonnei;/
N
— — - 5:—5\)

q
- 0 —
rot (rot A) = —(- grad V - — 7
( ) Mo +,Uo<906t( g ot ) ;/
~

q
— orad ov 0’A
Y, PR G -
= grad (div R + UoEo— i ) — AR +“°8°W4§U“0—) =0
A
D’apres la jauge de LORENTZ :div R +gi580 i =0
Il en résulte que §
— 827& - =
A A ﬂogow+ﬂo =0

Remarquons que :
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c’est a dire
— (ms1)?
Moo
On pose
1
C=
VMoo

C : dite la célérité de I'onde électromagnétique : représente la vitesse de propagation
dans le vide ( suite voir partie des ondes).
Par conséquent :

102V p
»AV-—=—+—=0
c2 o2 g
H
- 10°A - =
>AA__2W+#O =0
Si on pose
3 1 62
- 2 t2

opérateur Alembertien

alors les potentiels A et V vérifient les équations de d’ALEMBERT

= - = P
OA+u,] =0 ; oV+—=0

€o

Remarque- 36 :

- . .
Dans une région (comme le vide par exemple) @u p=0e | = T)) les équations de

d’ALEMBERT s’écrivent \‘0
D:—A\) = T)) : oV =0
w
Y\'/
7.2.4 Potentiels retardeés Y

& -
AV+£:O(494/ et A,_A)+,uoT:O

Et lorsque la distribution est limitéeél)ans I’espace on a :

V(M):ngofffp(@df et A(M)_“Offm

On démontre qu’en régime vartifable et lorsque la dlStI‘lbuthIl est limitée dans l’espace
que les solutions des equatlong s'de d’ALEMBERT pour V et A s’écrivent :

> V(M,t) = — fffv

47T8

~ A =22 (1, ] ie
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2TSI/MP(Béni Mellal) 7.3. LAPPROXIMATION DES REGIMES QUASI-PERMANENTS (ARQP)

V(M,t) et ,_A)(M, t) sont appelés les potentiels retardés.

Si on pose 6 = e le retard ; c’est a dire que le point M va subir les potentiels issuent de

r PM
la distribution mais avec un retard 6 = c = e

7.3 L’approximation des régimes quasi-permanents (ARQP)

Dite aussi Approximation des régimes quasi-stationnaires (ARQS)

7.3.1 Définition de I’ARQP

L’ARQP consiste a négliger le retard 6 devant un temps caractéristiques (T la période
par exemple pour un signal périodique), c’est a dire considérer

(P 9 4

V)= 1%
- A(M t) = Ho fffrv j (P t)

> E(M,t) = - grad V(M,t) -

IA(M, 1)
ot

= — =
» B(M,t=rot A(M,1)

En d’autres termes 1’ARQP consiste a négliger le phénomene de propagation

7.3.2 Domaine de validité de ’ARQP §

Considérons un signal T-périodique. 3\“/
M SN
ARQP estvalabledonc < T — — <« Tc estléfdlre
C \/
s
SM«cT =4a=
Q
([D‘/ll
£& Pl
Q
ox
58'Hz | 6000 km
>
Q\}/O MHz 30m
Q_J'
Q\/\/ 1 GHz 30 cm

%
On reteint que le cadre de I’ AﬁQP est valable au laboratoire si la fréquence du signal est
inférieure a 1 MHz Q/

& [ ARQP= f < IMHz |
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7.3.3 Comparaison des amplitudes des vecteurs densité de cou-
rant et de courant de déplacement

Considérons un conducteur métallique (type cuivre) de conductivité o ~ 10" S.m?
. . . . : =2 =
soumis a un champ électrique sinusoidal de la forme E = E,cost).
- -

Comparons les amplitudes des vecteurs densité de courants j et | p

Ona:
- =

e | =cE= T = o-_E)0 cosgt) I'amplitude est donc jy = ok,
ﬁ

- oE - . ) .
e jp= soﬁ = | p = —gow Sin(wt) I’amplitude est donc jpy = &wE,
Ce qui donne

Jom _ &w

jM g

-

Cherchons a quelle fréquence f on a le vecteur densité de courant de déplacement | p
—

est négligeable devant le densité de courant |

.J—M>>1:f>> g
Jom Eo

~ 10 Hz

Conclusion: .

Dans le cadre de 1’ARQP, le vecteur densité de courant de déplacement | est
trés négligeable devant le vecteur densité de courant T

Conséquence : Dans le cadre de I’ARQP I’équation de MAXWELL -AMPERE généralisée
s’écrit

q
- oE -
Q—B) :,uo(—l)"'goﬁ) LQP) G{—é :,UOT

<
7.3.4 Equations de MAXWELL dq‘ﬁ\‘lls le cadre de ’'ARQP
X

/o)

o
<
ml
Il
O‘JD

°,
— 0B
M.F) TotE =-2_
(M.F) ro o
(M.®) divB =0
-
X\(M.A) rot B = /Joj/

Y
~
Remarque- 37 : NS

~N
Les relations entre les poteﬁ‘ie]sz et V et les champs restent valables en effet :
=

l

H
A et —E):—gradV—i)—?
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7.3.5 Equations de MAXWELL en régime stationnaire

. . . . 0X .
La variable X et en régime stationnaire si i 0, ce qui donne

/(M.G) divE = ﬁ\

(M.F) rot

q

E
(M.0) divB=0

H

B

\(M.A) rot
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CHAPITRE 8

ENERGIE ELECTROMAGNETIQUE

8.1 Puissance volumique cédée par le champ a la ma-
tiere
8.1.1 Rappel

Considérons une charge ponctuelle  placée au point M ou régne un champ élec-
tromagnétique [—E>(M,t);—B)(M,t)] animée de la vitesse T/)(M) par rapport a un référentiel
galiléen R .

Cette charge subit I’action de la force de LORENTZ

F = q[E(M, 1) + V(M)A B(M, t
qlE(M,1) + ((}?( )]

2
La puissance de cette force est 5?’

P =FN(M)= P =qE(M,1).V(M)

Jl

g
Pour une distribution volumique, on la subdivise en des volumes élémentaire centré au
point P(dr) qui renferme la charge dq 5

&
¢

- Q -
-~

~
& _,
L’élément de volume dr qui renferme la charge élémentaire dq subit 1’action dF.
— - =
ce qui donne : dF = q(E + V /\3@)) et par conséquent
~N

—

\éu dF
%

&
w

e
= _H(E+V AB)
dr

O
& - 1 .
Densité de force éléctromagnétique
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Ainsi la puissance :
- = e
dP =dF.V = dP = (oV)(E + V A B) dr ce qui donne

dP —T

E
dr ’

C’est la puissance volumique cédée par le champ a la matiere

8.1.2 Exemple d’un fil conducteur

Soit un fil conducteur de forme cylindrique d’axe oz de rayon R et de longueur |
parcouru par un courant | constant.

O — A

o —————— L _________
Si on pose U =V, —Vgalors E = I—eZ ainsi | = Eez donc
by
dP Ul

E. — Ul
dr 7rR2|:>p

8.1.3 Loi d’OHM locale

On rappelle que la loi d’OHM locale s’écrit

Q
N
S—S F
| =cE
[
@
8.2 Densité volumique d’énergie électromagnetique
~N

@
8.2.1 Cas d’un condensateur plﬁ chargé
@

Considérons un condensateur plan forfﬁlé d’armatures de surfaces S distantes de e,

on néglige les effets des bord

& 4
ALy

++++++

HEREN

~ «--&__ >
N
@ 1 1£,S
On a l'énergie emmagasinée g%r le condensateur : W = ECUZ =W = E%Ezez ce
qui donne &
Qé)(/ w1 22
8 5 =5
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7 7 . e . 7 sy =4
par consequent la densité volumique d’énergie électromagnétique pour le champs E
s’écrit

daw 1 -,
dr _ESOE

We =

8.2.2 Cas d’un solénoide infini

Considérons un solénoide de rayon R, de longueur I, contenant N spires considéré
infini (I > R), d’axe oz traversé par un courant I

-

2]
HoN

On rappelle que :

. - N
» L'expression du champs :B = ,uol—l g =l=
N2S
|

» L'expression de I'inductance L = yo——

2
Eneffet: d=LI =NBS= L = ,uole

» L'énergie magnétique emmagasinée par le solénoide

1 %% 1>
W m==LI? T =_—B?
=g = S o

Et par conséquent la densité volumique d’énergie magnétique :

dw 15,
o 2
<
8.2.3 Cas général o
S

Dans une région de ’espace ou regne éﬂfn champ électromagnétique [E(M t); B(M t)]
la densité volumique d’énergie électrom@gnethue s’écrit

1
W= W+ We = dl = —& 2(M t) + —BZ(M t)
dr 2
v\}’
8.3 vecteur de POY&TING .Conservation de l’énergie
electromagnet;ﬁue
8.3.1 définition 5
S -
On définit le vecteur de£OYNTING gu’on note II par
42?
é,‘/ - |—E) /\—B)
q II =
(@) Ho
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2TSI/MP(Béni Mellal) 8.3. VECTEUR DE POYNTING .CONSERVATION DE L'ENERGIE ELECTROMAGNETIQUE

H
Notons que le flux du vecteur de POYNTING II a travers une surface X représente la
- =
puissance électromagnétique rayonnée par E et B; donc

EAB

- — —

- ([T [[ELE
) r Mo

8.3.2 Identité de POYNTING
Montrons l'identité de POYNTING :

- =

diviie 2+ T E=0
ot

équation locale de la conservation de I’énergie électromagnétique= identité de

POYNTING
JE 1 JE
— -
MA-r_ot)T3>:,uo(J +eo—) = | = —Gfﬁ—so—
ot Ho
ﬁ
- 1 oE
ce qui donne T—E> - “ErotB- so—E>.—
Mo ot
Sachant que
- 2. = - = -
div(EAB)=B.rotE-E.fot B
B B JE
- ) - -
Il en résulte que : j .E + div ——rot E+eE— =0
Ho Ho ot

Donc

Remarque- 38 :

. . .0 .
En régime stationnaire a—lf = 0= div

ff divﬁdr+fff?._E>dT:O:>#ﬁ.d_S)+fffT._E>dT:0
% 4% 2 %

< . (. . . X . Cac s s
C’est a dire en régime stationnaireztoute la puissance cédée a la matiere par le champ
électromagnétique (valeur positive) est totalement rayonnée (valeur négative)

=l
8e
'n.l
]
o
Q
D
Q
=
Q.
Q
=S
=S
D

~
<
J
Y
<
%\
I
Q(.')
@)
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CHAPITRE 9

INDUCTION ELECTROMAGNETIQUE

9.1 Phénomene d’'induction :Loi de LENZ . Loi de FA-
RADAY

9.1.1 I’étude expérimentale

Soit le montage suivant :

Aimant

Q
S

S’
> \—/
N N
(Zfalvanometre a zero central
g

Réalisons les expériences suivantes : %’
Expérience 1 : On maintient la bobine Ij(/&"e et on déplace ’aimant : le galvanometre
indique le passage du courant. $
Expérience 2 : On maintient lalmantzﬁxe et on déplace la bobine : le galvanometre
indique le passage du courant. Q/
C’est le phénomene d’induction elect@amagnethue

Q

C/§_\
9.1.2 Définitions %\,

Définition : «

On appelle phénomene d'1n%‘uct10n I’apparition d’un courant ou d’une force
électromotrice (f.e.m) dan§’ un circuit mobile dans un champ magnétique va-
riable. é"
Deux cas particuliers : 5\

» Circuit fixe dans un ghamp magnétique variable : Cas de NEUMANN .

» Circuit mobile dan@fﬁn champ magnétique permanent : Cas de LORENTZ .
@)
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Remarque- 39 :
Soient R , le référentiel lié a I’aimant et R ,, le référentiel lié a la bobine

Bobine
Aimant
R a R b

» Si I’'observateur est lié a R ; =— cas de LORENTZ .
» Si I’'observateur est lié a R , =— cas de NEUMANN .

Définition :

e Circuit induit : circuit siege du phénomene d’induction.

¢ Circuit inducteur : circuit source du champ magnétique a I’origine du phé-
nomene d’induction.
Soit un circuit (C) dont les porteurs de charge peuvent étre mis en mouvement sous

q
I’action d’une force F(M,1)

Bobine
FeV, 1)
(©)
Q
Définition : \(’;(
On appelle f.e.m dans le circuit (C) la quantigﬁ/
<
1 ~
et) = = 56?( t).dOM
QJec X
g
g représente la charge des porteurs de charge et la fem g(t) le méme sens que l’orienta-
tionde C: i
&
Bobine Y
- Q
FeV, t)
5 = e(t)
©
oo
Remarque- 40 : Q;

" n , , ~ . ./ N , \ . .
L’existence d’une force electrgmotrice est liee a celle d’'un champ a circulation non
conservative. s

:Q/
E ff .

—

fax —
OnaF = q(—E> +V /\—B)) =% =q(-grad V - %—? +V /\—B>)
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Ce qui donne

%
eft) = 95(_ grad V — % +V AB).dOM
©

or ¢, grad V.dOM = 0 d’ots :

elt) = 95(—— +V AB).dOM = 9§T§’m.dom
© ©

Le champ électromoteur

Si le circuit induit présente une résistance R alors &t) = Ri(t) ce qui montre que i(t) et e(t)
ont méme sens.

9.1.3 Loide LENZ
9.1.3.1 Enoncé

Le sens du courant induit est tel que le champ magnétique crée par le
courant induit s’oppose par ses effets aux causes qui ont donnés naissance
a 1’induction

9.1.3.2 Exemples Q
3
Exemple-1 : Mouvement de l’aimant $
Premier cas : 4?/
g

ilorsque on approche le pole nord
Bobine

G 1 o =
Almant N de l'aimant vers la bobine B. aug-
5 mente, donc le sens de i est tel qu’il

Zt} Q‘/b s’oppose a cette augmentation en

(@)
8

créant un champ magnétique b qui
Sens du mvt = P 9 q d
s’oppose a B

\
o
. N
Deuxieme cas : N
g
~
\/Q/ Lorsque on éloigne le péle nord de
ﬁ
Aimant Bobige l'aimant de la bobine B, diminue,
m donc le sens de i est tel qu’il s’op-
Zt pose a cette diminution en créant

" un champ ma net1 ue b qui aura le
Sens du mvt@ P g q d

C)
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Remarque- 41 :
Rapprocher le pdle sud est équivalent a éloigner le plle nord; ainsi éloigner le pdle sud
est équivalent a rapprocher le péle nord

Exemple-2 : Rail de LAPLACE

La force I_:>ext déplace la barre

suivant le sens de € donc Le
- - sens du courant induit i est tel
= Flap E ext =1
Bo que la force de LAPLACE F 4
- i(t)w s’oppose a la force extérieur
& donc i se dirige vers la bas (op-
- posé é?y)

Comme application : freinage par induction.
Exemple-3 : Mouvement d’un pendule pesant en cuivre
Réalisons les expériences suivantes

@
B-0 Bo @ Bo

Q
<
Oscillations amorties Oscillations~a\/morties Oscillations amorties
~39T ~ 29T ~35T
~
w
~
<

- 2 ; ~ 2 —
» Dans ona B = 0; les forces exercées sont : P, R et f force de frottement.

S
—_ NG
» Dans et on aT3> # 0 et l'am§tissement augmente de vers .

» Lors du mouvement de la plaque de(gquivre la surface en regard S varie en fonction
du temps c’est a dire S = S(t)

i do . - . .
Par conséquent le flux ® = @éﬁ = e= ——— # 0 d’ou 'apparition d’un courant induit.

Le sens du courant induité@st tel que le moment de la force de LAPLACE s’oppose au
moment du poids
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9.1.4 Loi de FARADAY
La force electromebnice (fem) dimduction esf tgale & Lopposze de la waniation

ot = -

ﬁ
Ona:et) = 5@(—‘98—?.(1@\/1 + 9%7 A B).dOM

———
Induction de NEUMANN Induction de LORENTZ

9.2 I’'étude de I'induction

9.2.1 l’induction de NEUMANN

Considérons un circuit (C) fixe (T/’ = T)))
dans un champ magnétique B = B(t). )
ﬁ

Ona:et) = — %(—%).W

0 ——
OrB =rot A = e(t) = —a(jé,—&.dOM)
Ce qui donne en transformant l'intégrale
simple en intégrale double :

%
0A — d - — do
et) = - Séﬁ.dOM = _&(56@) B.dS) = =

©)

N
Application 17 : \‘/4
CCP TSI 2010 o
Bt
i

9.2.2 L’induction de LORENTZ§

Le champ magnétique B(M t) = B(W est permanent et le circuit C est mobile.

do
eft) = 56(7 A'B).dOM = — i
Avec @ le flux coupé par le circqjg lors de son mouvement.
oo

Application 18 :
Considérons le circuit su1van5const1tue des rails de LAPLACE modélisable par une ré-
sistance R et une barre MN §é masse m mobile sans frottement

on ¢ donne : 5

° B B€, champ stationné‘ire uniforme.

e La vitesse initiale V(t #0) = V,

e MN=¢{ longueur de la clﬁarre

16 février 2015 elfilalisaid@yahoo.fr




2TSI/MP(Béni Mellal) 9.2. UETUDE DE L'INDUCTION

B
Ty —
=1
E)( A

Questions:

@ Quelle est 1’équation différentielle vérifiée par la vitesse V(t).
@ Donner I’expression du courant induit.

@ Faire un bilan énergitique.

Correction - Correction

@ L’équation différentielle vérifiée par la vitesse V(t).

Ona:eft) = §.(V A B).dOM = e(t) = ~VB( <0
Y
Comme e(t) =R = i = —?Bf

fos . s - 9 = dv
On suppose le référentiel R est galiléen, la RFD dorgsle :P+R+F_ =m—

dt
o . av vB2/?

Par projection suivant € on obtient :ma =1Bl = QGT

ce qui donne g

dv B2
— +
dt m

C’est I’équation d1ffer%@t1elle vérifiée pa la vitesse
O

g

On pose Q
=

B mR
T~ B2

9
iy
g

alors 1’équation précédente devi%ﬁt
a
dv 1
— +V=0= V()= Ve
dt

@
. : )
Représentation graphique
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\
Vo
Vo
e
| e ——
T t
Remarque- 42 :
On a:
et) = -VBl dBrx)  do
et e(t) = — = ——
Vv dx dt dt
Todt
SIQRIRRIK
o torets
SHXXXRXRXKS
CHXXIRRRKS
L'expression du courant :
. BV¢
Ona:i=-—etV=V,e" alors
R
L
S
i(t) = —l,eV"
avec
i(t)
— t

~N

&
Le signe (-) traduit la loi de%\*ﬁENZ )
@ Bilan énergitiqu%/On aat=0
L

iy 1
S Em:EC+Ep=>EmO:ECO:§mV§
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De méme :W; = [ Ri%(t)
Ori(t) = -1, ce qui donne aprés intégration

1 —

W = zmvg = Eo

Conclusion:
Toute 1’énergie cinétique initiale de la barre est dissipée par effet joule:
C’est le principe de la conservation de 1’énergie

9.3 L'AUTO-INDUCTION

9.3.1 DEFINITIONS

Soit (C) un contour traversé par un courant i permanent (I=cte) ou lentement variable
(i(t) avec ARQP respectée)

— = -
On rappelle que dans le cadre de 'ARQPonarot B =y,
idOP A PM
Ona: B(M) = 5@0)
PM3
idOP

TR Ho
A A(M) = — —_
st ( ) 47 JC) PM ()

Calculons le flux de B crée par (C) a
travers X qui s’appuie sur ce contour, un
tel flux s’appelle le flux propre on le note

D, §
2 )
— — — — < >
D, = ff B(M).dS = A.d¢ g
2(C) ©) Q\/
Ce qui donne Q-’
g
S
3 o idOP, —» N dOP
o= (B Tor)al o, =ik (P TN
© © Q © J©O
&
On pose &
H
doP
_Ho (Sg ) &t
4t ©) ©) PM

&
L représente L'inductance du mrcm’t son unité est le Henry de symbole H

Il en résulte que <

)
Y
S
g

®=Li

9.3.2 APPLICATIONéa SOLENOIDE INFINI

Considérons un solenofde infini (£ > R) parcouru par un courant i
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I
(0]0]0]0]0]0]0]0]0]0]0]0/0]0]0]0]0]0]0]0]C;

PRRRRRRRRRIRGRIRRRR®
On a ®, = Nd,(spire) = ® = Li = N ffz—éag

H .
Comme B est uniforme alors

L 1oN?S 5 UoN?R2
St

: Ni
Op=Li=po—>S=

Remarque- 43 :
On peut déterminer l'inductance L a partir de I’expression de 1’énergie magnétique

En effet : L L L
E,=-Li?= — B2d L= _fffﬁzd
" 2 I Zﬂofff = ﬂo'z ’

Comme B = u nie, et [ dr = St alors

1oN?S

L =
{

9.3.3 L'ENERGIE MAGNETIQUE DANS UN CIRCUIT

Considérons le circuit suivant :

I'interrupteur K est ouvert depuis longtempg}é t = 0on le ferme.
~

~N

Y
@ Quelle est ’expression du courg%t i(t) pourt>0

Faire un bilan énergitique. Ptéﬁsque K est ouvert depuis longtemps alors i(t =
0)=0=i(t=0") d’apres la continuitéq(é/u courant qui traverse la bobine.
La loi des mailles donne Q@ di i 1 E
N | | .
E=R+L—- = —+-1=—
B dt dat L

~
~

L <
avec T = R constante du temps ogt'temps de relaxation
En tenant des conditions initiale\é la solution de cette équation est

i(t) = l,(1-€e"")

~
3
3
“
S
S
Avec
2
Q(.’)

Représentation graphiq(de :
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i0)

IO _______ /2 el e ————

0,63lp ---~-5

Bilan énergitique
Ona:

. di t t 5 todi.
E=R+L— = Ei dt = Ri< dt + L—i dt

Or ft Lﬂl dt = fot Lidi = EL(IZ —i2) et puisque i, = O alors

0 “dt
. 1, ‘L,
Ei dt = ELI + Ri< dt
L,._./ S~—— \L,._../

£, Em E;

Avec :

» E, : Energie fournie par le générateur entre t = 0 et l'instant t > 0.

» En : Energie magnétique emmagasinée pal la bobine entre t = 0 et I'instant t > 0.

» E; : Energie dissipée par effet JOULE dans la r(;%istance entret = O et I'instant t > O.
On retrouve la loi de conservation de 1’énergie

~
$
N4
g
E,=En+E;
N
ol
Remarque- 44 : <
Autre expression de I'énergie magnétique ;;
Q
&

ALy

9.4 INDUCTION MUfUELLE DE DEUX CIRCUITS FILI-
FORMES FERlvgﬁ's INDEFORMABLES ET FIXES

§
9.4.1 DEFINITIONS 5\

&
Soient deux circuits (Cu{%t (Cy) filiformes fermés et indéformables fixent par rapport
a un référentiel, traverséscf)ar les courants i; et i»
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Notons :

A1

(Cy)

.P2

Aiz

(C2)

» (B1, A;) les champs créent par le courant i; traversant le circuit (Cy)

- - .
» (By, A) les champs créent par le courant i, traversant le circuit (C,)

Avec :
H ﬁ
—B) _ ,uol § dll A P]_M .
dr Jey  PM3 '
Ainsi :
H ﬁ
—B) _ ,uol \é di, A PoM )
4r (C2) P2M3 ,
De méme :

—_
A

Hol1
45

95 dl;
cy PiIM

o D1 = || f22T3)1.CT5>2 : le flux du champ B; a travers le circuit(Cy)

- -2 . .
o Oy 4 = fle B,.dS; : le flux du champ B, a travers le circuit(C;)

Dy, = ff T3>1-d_5>2 — Dy = 56 '_0\)1-6%2
o (CZ)

Ona:

dll

_ 0|1
- fﬁcl) XN donc 0§§
<5
i L% CT%]_ -
Mol
Dy, = 36 d€2
ar Jica@idicy P Pz)
<
Par conséquent Q\/\’
N d,d?
oamifte f § Ty
ﬁ% (C2) J(C1) P1P2
On pose QO
d,d2,
M =2 = ——
(€ Jicy PiP2
44
L'inductance mut@elle du circuit (C;) a travers le circuit (C>)
<

Remarque- 45 : g

L’unité de M1_,, est le HEN§§( (H)

&
Il en résulte que &
&

| ©1o=Myoiy |
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De la méme fagon on trouve

dfldfz
Dy, = |2 PP \Y PERTPY
(C1) J(C) 271

Remarque- 46 :

©

Mio=Moi=M |

ceefficient d’inductance mutuelle

@ Le ceefficient d’inductance mutuelle M est un réel (M € R).

Deux circuits a caractére inductif avec convention récepteur M > 0

i2

E

9.4.2 FLUX MAGNETIQUE TOTAL A TRAVERS UN CIRCUIT

Soient deux circuits en influence inductif

Aiz

L
(C1) %\$ (C2)
&

Soient @ le flux total a travers le circuit ﬁ et @, le flux total a travers le circuit Cs.
Notons ®, le flux propre. par consequenég

g
5 . :
q)]_:(bpl-i-q)g_,l D = L4l + Miy
< =
Dy = O Q‘t,/%blﬁz O, = Laip + Miy
Qu’on peut écrire sous forme mg/:ﬁ‘icielle
i
4 (O3 Ly M 11
Q/ =
O
él (02 M |—2 12
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Ainsi

a=-" o e)=-

Application 19 :
Ecrire la loi des mailles pour le circuit suivant :

| . I_2_IIE
1 o
U U
: Ly ‘H L1 ?
| M

diy di,

U; =R L +M—
1 101+ Li—- at at
d d|2

U, =R L +M—
2 oio + Lo—= ot at

9.4.3 LI'’ENERGIE MAGNETIQUE DE DEUX CIRCUITS COUPLES
PAR INDUCTANCE MUTUELLE

1 .
On rappelle que E,, = ECDI ce qui donne :
L

1 . 1, . O 1 . 1 .
Eml = _(Dlll - Eml = _(Llll + M|2)|1 = _Llli + —M|1|2

2 2 2 2
Ainsi @
1 . 1 . e i ., 1
E.p = zq)zlz — Ep = E(Lzlz + Mll)lz = zl_zlg + §M|1|2
Il en résulte que 5

1 ., 1 . .
Em:Em1+Em2:§L1|§+§L2|§+M|1|2

S
Remarque- 47 : X

nemarque- 2
En convention récepteur on a M >§O et En, > 0 ainsi

X’ .
e 5L+ () +2u()

\/

: <

I ~
On pose X = |_1 ce qui donneéE’— m = —| 2L +2Mx+ L) > 0= A" = M?- L4, <0ilen

2
résulte que 5\

Q
é)(/ M < \/L]_Lz
9

X
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cHAPITRE 10

PHYSIQUE DES ONDES

10.1 Propagation du champ électromagnétique dans
une région sans charges ni courants

10.1.1 Equation de propagation

Considérons les équations de MAXWELL dans le vide c’est a dire dans une région de
- 2
I’espace qui ne contient ni charges (o = 0) ni courants (j = 0).
Dans ces conditions les équations de MAXWELL s’écrivent :

MG divE =02
S
9
MF ol E =295
g oot
~N
M.® div@i": 0
~
—h oE
M.A rotB = poco—
s ot
&
!
10.1.2 Equation de propagdtion du champ électrique
Q
Calculons rot (M.F) : \Cf)‘—
~ =4
0 — X 0, ,10E
rot (Bf TE)) = ——(Ef T3>) S grad&érw—E)) _AE= —— (==
ot » at c? ot
Comme div E = 0 alors R
N
E 162_E>—_)='|:|_E)—T)> (1)
e g2 -

A
&
C’est l’éﬁuation de propagation du Champl—E) dans le vide

171



2TSI/MP(BémniiMaled3ATION DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE DANS UNE REGION SANS CHARGES NI COURANTS

Avec

1
VHo€o

célérité de I’'OEM qui représente la vitesse de propagation de 'OEM

C=

Remarque- 48 :

@ I’équation (I) est une équation vectorielle qui correspond a trois équations
scalaires en coordonnées cartésiennes

1 4%E

AEX—ETJ:EEX =0 (10.1)
1 9%E

AEy—?szuEy =0 (10.2)
1 8%E

z— g—atzz = |:|EZ = O (103)

@ En coordonnées cylindriques (r,0,z) ou sphériques (r, 0, ¢) les composantes de

E ne vérifient pas les équations :
»0OE =0;0E,=0;,0E,=0
» 0Ok =0;0E,=0;0E,=0
Puisque en coordonnées :
e cylindriques A (E€ + Ey€, + E,8) # (A E))€ + (A E))€ + (A E)E
e sphériques A (E;€& + Es&, + E,E,) # (A E/)€ + (A Ep)€, + (A E,)E,

10.1.3 Equation de propagation du Chﬁmp magnétique

Calculons rot (M.A) : 57\’
~ —>
- 49 106B
rot rotB_——rotE:> rad d|vB A B =&/—
(0t B) = 550l B) = grad div B) -4 B 575 50)
Comme div B —Oalors \\/7
B_LPB 5 2.3
2 a2 a

G

C’est I’équation de propé}gation du champ T3) dans le vide
Q

Remarque- 49 : oy

I’équation (II) est une équation Vectgmeﬂe qui correspond a trois équations scalaires en
coordonnées cartésiennes Il

g

‘F; 1 9°B

O X
§BX— F o - oB, = 0 (10.4)

S 14°B,
Q(/%/ABy—EW:DBy = O (105)

< 10°B
S =5 am =08 = 0 (10.6)
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2TSI/MP(Béni Mellal) 10.2. ONDE PLANE PROGRESSIVE MONOCHROMATIQUE (HARMONIQUE) (OPPM)

10.1.4 Interprétation et conclusion

- = - =2
» E et B vérifient les équations de propagations de ’ALEMBERT ; E et B constituent
une onde appelé onde électromagnétique.
» A partir des mesures en régime statique, on obtient les valeurs :

1 -1
° I, =910 = Eo = W (Fm )
o o =4m.1077 (Hm?)
» Donc ¢ = ~ 310 (ms?
Ho€o

» Postulat de MAXWELL :
La lumiere est une onde électromagnétique qui se propage dans le vide
1

VHo€o

a la vitesse c=

10.2 Onde plane progressive monochromatique (har-
monique) (OPPM)

10.2.1 Solution de I’équation de d’ALEMBERT a une dimension

Soit un signal s(x,t) qui vérifie I’équation de d’ALEMBERT a une dimension X (par

exemple).
Donc p 142
s s
il =72~ eae
On pose
| p=x-ct et q=X+cCt |
2
sachant que : %\/
as(p,q) = a—s&\5+a—sé‘q
b a@/ q
alors <
0s c‘)sap c‘)saq s c‘)s 0s
+—— =
ax apax aqc‘)x ax ap aq
<K
De méme : bd
0s asap asaq B (_c‘)_s c‘)_s)
ot dpot 8q6t 6t ap aq
Ainsi : j\'
Ps 9 ,0s\<  &Ps 9, 0s s
7% = oioxl — %~ oxap " o)
5 @_(i+£)(§+5_5)
N a2~ \gp  4q/\dp  dq
G Ps_Ps s s o
& AR~ op?  dpdq  0gdp  OQ?
& 0’s  0°s d9’s  0°s
O = =

9%~ op? " “apaq " o
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2TSI/MP(Béni Mellal) 10.2. ONDE PLANE PROGRESSIVE MONOCHROMATIQUE (HARMONIQUE) (OPPM)

De méme :

s _ 008 08 _ IS _, 0 | 9

a2 ot\ot a2 T \gp2  Topdq  IP
Il en résulte que

os(p.q) = 0— 425 _¢
’ apaq
, . ... 0 /0s 0 ,0s ]

C’est a dire %(%) = %(a—p) = 0 ce qui montre que

s(p.9) = f(p) + g(q) = s(x.t) = f(x—ch) + g(x+ct)

10.2.2 Interpretation de la solution générale de I’équation de
d’ALEMBERT a une dimension

» Remarquons que g(X+ ct) = g(—[(—X) — ct]) c’est a dire g est une fonction quelconque
de la variable [(—X) — ct].
Par conséquent l'interprétation de g(x + ct) est la méme que celle de f(x — ct) avec un
changement de 1’axe X pres

» Intéressons a la fonction s(x,t) = f(x—ct) :
Puisque s(x,t) = f(0 - c(t — x/c) = 5(0,t — §) avec 6 = x/c.
Par conséquent si on connait (0,t) on peut en déduire S(x,t) pour tout X > 0 c’est a dire
pour tout point M(X) il va répéter le mouvement du point O(x = 0) avec un certain retard
6 = OM/c = x/c

0(x=0) M(x)
s(0,9) S S(0, T = x/C)
%)
%\’
» On retient que la fonction f(x - ct) est une gide progressive :
représente la propagation sans déformat@bn d’un signal a la vitesse c dans
le sens des X croissants. 3\-’
» La fonction g(X + ct) est une onde regressive : représente la propagation sans défor-

mation d’un signal a la vitesse ¢ dans le sens des X décroissants.
&

Q
&
Remarque- 50 : &
2

n . g . 10 ,
En symétrie sphérique, et pour tout @amp scalaire s(r,t) ona : A s = Fm(rs) ce qui

donne : >
1 9%(r9)
O0s=0=A(rg) - = =0
( c2 ot?
%
Ce qui donne comme solution : Q\/\/
<
1 1
s(r,t) = - f(r—ct) + Fg(r + ct)

O.Sph progressive  O.Sph regressive
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2TSI/MP(Béni Mellal) 10.2. ONDE PLANE PROGRESSIVE MONOCHROMATIQUE (HARMONIQUE) (OPPM)

10.2.3 Structure d’'une onde plane progressive monochromatique
10.2.3.1 Définition

» Une onde électromagnétique est dite plane de direction de propagation &,
= o
si les champs E et B sont des fonctions de la forme s(u,t)

C’est a dire; il existe un plan IT 1 &, telle que Y(M, N) € IT = s(M, t) = s(N, 1)

(M,A,N) e IT Onde plane sa(u,t) = sy(u,t) = sy(u, t)

C’est a dire si 'onde électromagnétique est plane de direction de propagation de B,
alors tous les points du plan perpendiculaire a €, ont méme valeur de s(u,t).
Conséquence : La solution de I’équation de d’ALEMBERT a une dimension est la super-
position de deux ondes planes.

» Une onde électromagnétisme plane est progressive dans le vide de direction de pro-
pagation €, solution de 1’équation de d’ALEMBERT de la forme I_E>(M,t) = _E)(u — ct) ainsi
B(M,t) = B(u- o).

» Une onde électromagnétisme plane progressive dans le vide est dite harmonique
(monochromatique ou sinusoidal) s’elle est de la forme

E(Mt) = Bocospo(t—6) + ¢e]  ;  B(M,t) = Bocosku(t — 6) + g

~
SN

SM
Avec 0 = T le retard de M par rapport Q‘,‘la source S.

) w
Par consequent cw(t—0)+ ¢ = wt — EU + ¢ 3\"

On pose de méme a
k =—€ =—¢g =—
C & cll A

V)
Vécteur d’onde
De méme puisque K = ke, et OM = gt% alors

%u — ku=K.OM
1,
et Par conséquent &
B(M,t) = BEocoswt — ku+ gg) = E(M,1) = B, cos(t — K.OM + ¢g)
B(M,t) = Bocos@t — ku+ ¢g) = B(M,1) = B, cosit — K.OM + vg)
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Remarque- 51 :
Si on pose

K = k& + K& + k& = K.OM = xk, + yk, + 7k,
alors la direction de propagation de I’'OPPM est

- - -

_&@+&%+&%
2 2 2
JKE + K2+ K2

» On appelle la relation entre w = w(K) ou k = k(w) la relation de dispersion.
» On définit la vitesse de groupe par

|
~| =!

dw
Ug = W
» On définit la vitesse de phase par
w
l)(p = E

Remarque- 52 :
® v, < C : puisque elle représente la vitesse de propagation de I'énergie (Voir partie
énergie d’une OPPM)
e v, > C: c’est une définition théorique qui ne représente la vitesse d’aucune grandeur
physique. T

L\Q

Retenons que : &
Grace au théoreme de FOURIER, on peutydécomposer toute onde réelle (appelé
paquet d’onde )en une somme infinie d%one plane progressive monochromatique

z

Z (OPPM); — Onde réelle =Paquet d’onde
i=1

%
%)
10.2.3.2 OEPPM et notation corsﬁ)lexe

%
Considérons une OEPPM décritg par le champs électromagnétique (—E>,T3)) tels que :

- ,
e Pour le champ E(M,t) on a :¢/

—

~
1
E(M,t) = Eocos(t — K.OM + gg) = E(M, 1) = E, CoS(ut — kX — K,y — K,z + )
%
&

Kk
e Pour le champ T3>(M,t) fof a:

Q)
<,
B(M, 1) = Bo cost "K.OM + gg) = B(M, 1) = Bo cost — kex — K,y — kez + ¢g)
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2TSI/MP(Béni Mellal) 10.2. ONDE PLANE PROGRESSIVE MONOCHROMATIQUE (HARMONIQUE) (OPPM)

e Relation de dispersion :
ﬁ
Puisque E vérifie I’équation de d’ALEMBERT alors

_
AE—C—lza;T'f :8:(62—22—k§—k§—k§)—E>:(cg—22—k2)—E>:6)
C’est a dire
2 e
c? c
Dérivons la relation de dispersion
kdk = a)c_dza) = v,.0, = C°

En notation complexe on a :

-

E(M.t) = Eo cosgt — K.OM + gg) = E(M, 1) = Egel@i-kxtyka
TB)(M,t) = B, cosgt “k.

OM + gg) = E(M, t) = Boei(wt‘kxx—kyy—kzz)

Avec
- - - -
Eo= E.e"t ; Bo = Eoe“’os
¢ En notation complexe , Montrons que :
? = —iT<> et 2 =iw
ot
En effet :
Q
B_ 2|2
—— = ~
X =T
4
VE = 9E _ —iky_E><ZV:>?E = —iKE
Oy V)
9E 5
— = —jk
;- e
Ainsi R é)é/
oE & — 0
— FwE — =
tS =T
L . . L . =2 .3
e Autre écriture des équations d[gMAXWELL dans le vide avec E et B des OPPM :
dvE=0 = _k)_ﬁ =0
oB
- - o -
ME=-"" = KAE=wB
ot - -
dvB=0 = _k)_ﬁ =0
1E
o - =
rot B=—-— ANB=-—=E
c? ot = c2—
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On en déduit que Les champs_E> etTB) sont perpendiculaires a la direction de propagation.
Conclusion:
4 — R R . s —_ = — R
les champs E et B sont transverses ainsi le triedre (E, B, k) est direct

-

E
/l e :

B

A partir de la relation
—)
k

l

= B

olm

q
NE=w

{us]

, . —> -
Représentation temporelle de E et B

Remarque- 53 :
Ty . 0 .
Si on écrit E(M, t) = Eoei(K-0M-o0 alors V = iK et i
L
10.2.3.3 L’aspect énergétique d’'une OEPPM g%ns le vide

~/

L oz . e - ==
» On rappelle que la densite d'énergie electromagnétique associée a E et B est

BAE E N
ﬁ
Et comme B = S = 5

1 1
:_—B)2:><W>:80<—E)2>: —<—B>2>
Ho

v\_I
» Vecteur de POYNTING : &

1 B
T=—-(EAB)= —8€ — Il = cs,E%, = cuE,

- N 1 2
<H>:c<w>eu=<17>:c<w>:§(:goEo
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ﬁ \ Ve . .
Sachant que le flux de Il a travers une surface S représente la puissance qui traverse
cette surface. donc

<dd—(v:/>:<1’ >=<JI>S=Cc<w>S=<dW >=c<w>Scdt

Il en résulte que I'énergie < dW > est I’énergie moyenne contenue dans un cylindre de
section S et de hauteur cdt.
Ce cylindre d’énergie traverse la surface S pendant le temps dt, il se déplace donc a la
vitesse Cg, ce qui montre que :
Conclusion:
La vitesse de propagation de 1’énergie électromagnétique est c
» Vecteur de POYNTING complexe
On peut définir aussi un vecteur POYNTING complexe par

E(M.t) A B*(M.1)
Mo

(M, 1) =

ou —E)* représente le complexe conjugué de la représentation complexe du champ magné-
tique.

L’'intérét de cette notation réside dans la relation suivante (qu’on peut vérifier aisément
dans le cas d’'une OEMPPM )

E(M,t) AE*(M,t)]
Ho

- 1. - 1
<T(M.1) >= SR[I(M.1)] = 5%[

ou ‘R représente la partie réelle.

10.3.1 Définition générale

Une onde électromagnétique (OEM) trgf(_nsversale est polarisée si 'extrémité A du

—
vecteur MA = E(M,t) = X& + Y€, + Z& cigcrit au cours du temps t une courbe fermée
invariante dans le temps i

&
&
10.3.2 Cas général d’une %&MPPM

Dans la suite on suppose que la\ﬁrection de propagation de I’onde transverse est

T - —
L?IGIJ:eZ:k:keZ

Dans ce cas, le champs électriqf@le de I'onde est donné par

~/
N
g EX = X = on Cos@t - kZ+ ‘)DX)
- = S -
E = Eocos@f-kz+¢e) = E| E, =Y = E,, cost — kz+ ¢,)
&
O E,=Z=0
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L'extrémité A décrit donc une courbe plane contenu dans le plan perpendiculaire a la
direction de propagation passant par le point M.
Posons alors

Xo=Eox , Yo:EOy . Pp=wt—kz+ gy et P =@y —Px = Py = Y — Px

Avec ces notations on a :

_,| X=X,cos()
MA

Y = Y,CcosP + ¢)

Donc pour tout X, #0, Yo #O0etp #nNron a:

X
X = X, cosp cosp = —
> XO
A = cOS(D + ¢) = COSPCOSY — Sinpsin sinp = — (Xc )
A ®) = pCosy psing p_singoXO Sy Ye
En éliminant p entre les deux équations, on obtient :
X\2 1 X Y \2
sifp+cogp=1 = (—) + ——(—cosp — —) =
Preos P (%) * (% 0%~ %)
X\2 1 X\2 Y \2 XY
= (=) +——|(=) coFp+ (=) —2——|=1
(&) * sl () oS+ (7)) -2
X\2 X2 Y \2 XY
= (=) sirf¢+(—) cofe+ — 2—— cosp = Sir’
(xo) ¢ (xo) ¢ (@) Xo Yo Sp ¢
En fin &
X\2 Y \2 XY
— —) —2—— cosp = sir?
() *(§) — 25y cose =ity
v\_/
C’est I’équation cartésienne d’une ellipse. Aig/idi dans le cas général 'OEMPPM est pola-
risée elliptiquement. <

= —
Pour déterminer le sens de parcours de l'qﬁpse, calculons la dérivée temporelle de MA

&

]
g% = wX, Sin(p)
dMA®DS .
dt | Y

~

wY, Sin(p + ¢)

Iy

G 1z=0
~
R
N

Y
N WS
Il est inutile d’essayer de determiner le sens du vecteur

a un instant quelconque.

En effet, pour déterminer ]Qéj@sens de parcours de l’ellipse de polarisation, il suffit de
connaitre le sens de ce Vecgiéur en un point particulier de I'ellipse. Il est particulierement
facile de répondre a cette Efuestion lorsque A est au point A, tel que p = 0; soit t, 'instant
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correspond

X=0
dMA®,) |
gt | Y=Y sin(y)

Z=0

//‘\
Ao
b

/

NI

Ainsi si :
ePour:0<p<n—= Y>0le point A décrit I’ellipse dans le sens trigonométrique; on
dit que La polarisation elliptique est gauche.

e Pour : 7 < ¢ < 2t = Y < Ole point A décrit I’ellipse dans le sens horaire ; on dit que
La polarisation elliptique est droite.

10.3.3 Cas particuliers Q
o
Il reste a étudier les différents cas autres qugt\/donne la polarisation elliptique.
S
I

. . . . ) ~
@ Polarisation circulaire : c’est le S‘as lorsque :

n < . . . .
»Ex=X=Y=Ey #0etp=-= Laq\;polarlsatlon circulaire est gauche.

2
3 . . . . .
»Ex=Xo=Yo=Ey #0etp= 7” —3a polarisation circulaire est droite.
b
@ Polarisation rectiligne : I]Q(éxiste différents cas de polarisation rectiligne :
@)
g
[2.1]| Eox#0,E, #0etg=0f
S
I
fD X = X, cosp
ﬁ — Y= ox
& Y = Y, cosp) Xq
S :
5,4/ Z=0
Q(.’)

C’est I’équation d’un se%jment de droite situé dans le premier et le troisieme quadrants

16 février 2015 elfilalisaid@yahoo.fr




2TSI/MP(Béni Mellal) 10.3. POLARISATION DE ’OEMPPM

H

Eox #0,Eq, #0etp=n

X = X, cosp

— Yo
MA|'Y = —Y,cosp) = Y = _ZX

Z=0

C’est I’équation d’un segment de droite situé dans le deuxiéme et le quatrieme quadrants

2.3 || Eox # 0,Ey = 0:1'onde est polarisée rectilignement selon Ox.

Eox = 0, Ey, # 0: I'onde est polarisée rectilignement selon Oy.
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CHAPITRE 11

LREFLEXION D’UNE O.E.M SUR UN CONDUCTEUR
PARFAIT

11.1 Conducteur parfait

On rappelle que la loi d’OHM : T = O'E est valable du reglme contlnue (f=0)
jusqu’au domaine des ondes hertziennes : (f < 10''H2). Ainsi que j b < j

11.1.1 Relaxation d’un conducteur

Supposons qu’a l'instant pris comme origine (t 0) on crée une densité volumique de
charge a l'intérieur d’un conducteur ohmique de&onductlmte o.
On se propose de déterminer 1’évolution de p(t) QPour cela on utilise I’équation de conser-

vation de la charge électrique. I
aivT o2
1V ~— =
I &5t
Q\//
= — .
Qui donne compte tenu de la loi d’OHM s] = oE; on obtient
&
afaé“

En utilisant I’équation de M.G div E , on obtient :
o 0 o
\/Q/ L —p =0
V' at 80
J
Y
En posant 1 = — constanteﬁu temps ou temps de relaxation

On en déduit alors

&
&
o) p(M,1) = p(M,0)e"r
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oM, 1)
p(M,0)

Remarquons que au dela de quelques 7 :p(M,t) =0
Ordre de grandeur de 7 pour un conducteur type cuivre tel que

oc=10 = 1t~ 10"s

Donc on peut considérer que dans le domaine de validité de la loi d’OHM, la densité
volumique de charges est identiquement nulle a I’intérieur d’un conducteur soit

| o(M,t) =0 |

11.1.2 Conséquence :Equations de MAXWELL dans d’un conduc-
teur

Compte tenu de ce qui précede, les équations de MAXWELL peuvent s’écrire a l’inté-
rieur d'un conducteur obéissant a la loi OHM

MG divE =0 5
— ~
— = 0B <
M.F rot E =—-—— X
a <
@
M® dvB=0 &
~
g 6B
M.A B{ T3> = ,uOO'—E&+ HoEo—— ,UOO'—E)
i ot
&
11.1.3 Onde électromagnétiqoxfe dans un conducteur.Effet de peau
g,

On se propose d’étudier la possibiclg}te de propagation d’'une onde électromagnétique
au sein d’un conducteur ohmique.
Pour cela on commence tout d’abodsﬁ par établir I’équation de propagation d’une telle

onde. g
H
rot (M.F) et M.A donne :F;
| JE(M, 1)
- —
A E(M,1) _#OUT’ =0 (EC)
&

Q
C’est I’équation de pr%pagation de —E>(M, t) a I'intérieur du conducteur ohmique
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Examinons la possibilité de propagation au sein du conducteur ohmique d’'une OEMPPM
décrite en notation complexe par le champ électrique, avec

E)J:E;:}u:z

Ce qui donne
E(M, t) = _E)oei(wt—kz)
Relation de dispersion : Sachant que pour une OEMPPM on a :

A — (-ik)? = -Kk?
— (EC) : —K® — w0 =0

— Siw

ot

L'existence de ’onde a l'intérieur du conducteur impose a k d’étre complexe

K = poowe'™? = _l_<) = + \lccwe ™4 = + ,uog'a) a-i
On pose
2 — 1-i
0= = K=+——
HoO W - 0

Le champ électrique a l'intérieur d’un conducteur ohmique est
Q

E(M.0) = E° exple2) expi(wt + 2)

<
Le vecteur densité de courant g
~
&

@
Ainsi le champ magnétique K
Q
O

KArE

w

1+i - V4 . Z
T e A E® exp(ig) expi(wt £ 5)

U
[s:1)
i

B(M,1) =

11.1.4 Interprétation é‘flysique

Dans les expressions de EUT etE le signe (+) correspond a une onde qui se propage
dans le sens des z croissan)z/z? alors que le signe (-) correspond a une onde qui se propage
dans le sens des z décroi%ghnts.

Donc dans les deux cas, é-”onde se propage en s’atténuant.
Tracons ’amplitude de Yonde E(2
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E(2

E°

L’'onde électromagnétique se propage dans le conducteur ohmique en s’attenuant. Des
quelque z dépasse quelques J,, I’amplitude du champ électrique devient négligeable de-

ﬁ
vant |E°| a la surface, La grandeur ¢, homogene a une longueur, caractérise la profon-
deur de pénétration de ’onde dans le conducteur. Elle est appelée épaisseur de peau.

e . . , w
L’épaisseur de peau diminue avec la fréquence f = o

Ordres de grandeur de 6 pour un bon métal tel le cuivre et pour quelques fré-
quences :

*x Si f =1GHz, 1 =30cm : 6 ~ 6,5 um.

*x Si f =1MHz, 1 =300m : § ~ 0,21 mm.

«x Si f =50Hz, A = 6000km : § ~ 9,3 mm.

Par conséquent, ¢ est faible dans le domaine des ondes métriques et centimétriques :
L’'onde électromagnétique reste donc localisée sur une épaisseur tres faible de la surface
du métal.

11.1.5 Modele du Conducteur parfait g
<
.. . 9 s
Un matériau est d’autant meilleur conducteur;que sa conductivité est grande. On
définit le conducteur parfait comme étant un g(&vnducteur pour lequel la conductivité
est «tres grande»; formellement, pour un conc}yzcteur parfait o — oo, Ainsi, d’apres les
résultats précédents, a I'intérieur du conducte;;irr parfait.
~

Yovd

Conducteur parfait
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Remarque- 54 :
@ Autrement dit : Un conducteur parfait est un conducteur tel que
g — &

e Et comme la densité de puissance est finie alors

P TR B —E-T
dr
e M.G donne
e 4
divE =p/ec=p=0
e M.F donne
ot E = 665’ -0 = B(M,t) = B(M)

é
C’est a dire que le champ B est stationnaire qui ne peut pas décrire une onde électro-
magnétique donc on prend

q ﬁ /7 . .
B = 0 (en régime variable)
e M.A donne aussi que

- = ;. .
J O (en régime variable)

@ La densité volumique de puissance électromagnétique :— =
Q T

<
S
C
11.2 Reflexion d’'une OEPPM en incidence normale
\/
s
~
11.2.1 Position du probleme &
Considérons une onde électromagl}ﬁique plane progressive monochromatique se

propageant dans le vide et arrivant, S(éfls incidence normale, sur la surface plane d’un
conducteur parfait : Q

X
g
[Vide] | [Conducteur parfait]

N
- <
s
&

Kj

~
<
~
SN

S
g
QC.’)
@)

Ei= E? expi(wt — k2)
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Avec :
oki:QE)Z:;»ki:

e Puisque ’onde est plane alors

i

olg

ES expipx

EP{ ECexpig,

0

Le champ magnétique s’obtient alors a partir de la relation

—

Ki

- = E) —
Bi(M,t) = —A E(M,t) = EZ A Ei(M, 1)

Qui peut s’écrire sous la forme
Bi = B expi(wt - k2)

ou .
ﬁ /\—E).O
w

Bo =

11.2.2 Relations de passage

-
Lors de la traversée d’une distribution surfacique de charges et de courants (ps, | 5),le
champ électromagnétique subit une discontinuité d@lnée par :
%)

~

- — 1
EZ(M,t) - El(M’ t) = g_ps 1-2
(0]

Bo(M, 1) = Bi(M,t) = o ] (M) AR 10

@’

Puisque le milieu (1) est le vide et le mil'hé% (2) est le conducteur parfait alors :_E>2(M, t) =
- - O
B>(M,t) = 0 g
H
Le champs électromagnétique total (Ei, B1) au voisinage de la surface extérieure du
conducteur métallique parfait doit dg?lc vérifier :
~

o

— 1
Ei(M,t) = ——pshis1 .2
€o

ar=d e
Bl(M’ t) = _/*LOJ S(Mat) Aﬁl—)Z

Y

&
Ainsi au voisinage immédié@ de la surface d’un conducteur parfait le champ électrique
doit étre orthogonal a la stirface et le champ magnétique doit étre parallele a la surface
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11.2. REFLEXION D’UNE OEPPM EN INCIDENCE NORMALE

du conducteur. Le champ électromagnétique incident ne vérifiant pas ces deux condi-

- =
tions, on admet l'existence d’'une onde électromagnétique réfléchie (E,, B;) telle que 1'on
ait au voisinage immeédiat de la surface du conducteur

- — 1
EI(Mat)+ EI’(Mat) = _g_pS 1-2
[0}

_B)i(M’t) +_B)r(M’t) = _IUOTS('VLt) AﬁlaZ

11.2.3 Caractérisation de l'onde réfléchie

Le systeme physique constitué du conducteur et du champ électromagnétique inci-
dent étant invariant par translations selon Ox et Oy, le champ électromagnétique de
I’onde réfléchie ne doit dépendre ni de X ni de y.
Cherchons alors a décrire I’onde électromagnétique réfléchie par une O.E.M.PP.M. dont

le champ électrique s’écrit :

E, = E%expi(w't + k2)

Le champ électrique de 1’onde réfléchie, comme celui de ’onde incidente et de 1’onde
résultante, doit vérifier I’équation de propagation des O.E.M dans le vide, puisque le

ﬁ
champ E vérifie le théoréme de superposition, ainsi les équations de MAXWELL sont

linéaires

52_E>r 1 62_E)r —6) e W’
02 2 o2 T C

~
D’autre part et de la méme fagon le champ éléctrique de I'onde réfléchie doit vérifier
I’équation de MAXWELL -GAUSS (et le vide non chargé)

ﬁ
C’est a dire que E, est transversal.

VE =0= E°8 =0

é\85/V/

La relation de passage s’écrit alors eQZCZ =0
O

L

=1 A 2o i
Ejexpiwt + E/ expio't =

_pS(X’ Y, t)€>Z

€o

T
Projections suivant € donne g7
~
s
~

| psxy,)=0 |

~N

< @ . o
C’est a dire pas de charges<nduites par I’0O.E.M.(valable uniquement en incidence nor-
- - N 5
male) Comme E? et EP n’%ﬁmt pas de composantes selon €, ce qui donne

&
O

=6 . = o =R
E/ expiwt + E/ expiw't = 0
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Ceci n’est possible que si

- -

EY=-F? et w=u =K =Kk

Il en résulte que I'expression du champ électrique de 1’onde réfléchie

E: = —E°expi(wt + k2)

Le champ magnétique de 1’onde réfléchie s’en déduit alors a ’aide de la relation

K e
- - — - - = .
Br=—AE, = CZ/\Er:Er:EPexpl(wsz)
w
ﬁ
Ei
- -
z
/ g )
- —
B| Br —E)r
Q
L] L] @Y-
11.2.4 Courant induit >
3
X/
On rappelle qu’en incidence normale la de@élte surfacique de charge ps(X y,t) est
nulle. ff’_)
Déterminons 1’expression du courant surfacu:@re J s(M, t) =] s(x y,t).

Pour cela utlhsons la relation de passage B§— Bl = Uo j s /\T1>1_>2
Avec Bz = O et M1, = & alors puisque | SE/(OXy) alors

(‘q"
TE=0
12
Donc N8
- & — = . 1=
—BAE=pj shne)nE = js=—(BArE)
\; (0]
3
Comme B(x, y,0,t) = Bi(x y,0,t FB B.(x,4,0,t) = B(0,0,0,1) = ZBOexpla)t
Ce qui donne f

. 2 . :
T_)s = —(Ef’ AE) expiwt = ZEOCEiO expiwt
(0]
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11.3 Superposition de I'onde incidente et réfléchie :Onde
stationnaire

11.3.1 Généralités sur les ondes planes stationnaires

Définition :Une onde plane s(u,t) est dite stationnaire si elle peut étre écrite
en notation réelle sous la forme d’un produit de deux fonctions a variables sé-
parées

s(u, t) = f(u)g(t)
U étant une coordonnée cartésienne du point M et t le temps.
s(u, t) vérifie I’équation de d’ALEMBERT ce qui donne aprés avoir divisée par f(u)g(t) :

S d?fu) 1 d%(0)
fu) duz ~ g(t) dt2

Le membre de gauche de 1’équation (EQ) ne dépend que de la variable spatiale u alors
que celui de droite ne dépend que de la variable temporelle t .

L'égalité exprimée par cette équation n’est alors possible que si les deux membres sont
tous égaux a une constante K. et donc l’équation (EQ) se sépare en deux équations
différentielles

(EQ)

d2f K

du(ZU) - SfW=0 (11.1)
d?g(t

dgtg) “kg(t) =0 (11.2)

1
» Pour K = = > O la solution de I’équation (11.2) est de la forme
T

o(0) = AexpE) + BKp(-2)

Cette forme de solution n’est pas retenue en qy\eneral pour décrire un phénomene de
propagation. En effet le premier terme est du&‘ype «explosif» alors que le second terme

décrit un régime transitoire. ‘,4/
» Pour K = 0, la solution de I’équation (]j 1) est de la forme
g(%% At +B

Cette forme de solution ne convient pas%ﬁon plus pour décrire un phénomene de propa-
gation car elle est «explosive». (9
» Pour K = —w? < 0, I’équation (1 1(2) admet pour solution générale

@Yt) = Acost + ¢)
tandis que 1’équation (11.1) admgt pour solution générale
f<\/ f(u) = Bcosku + y)
~/

avec \V/'
g w
< K=—
N c

La solution en onde plan%%‘cationnaire de I’équation de d’ALEMBERT s’écrit alors

éﬁ| (U, 1) = Smcosku + ) cost + ¢) |
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Representation graphique

N
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Onde stationnaire (N : nceud; V : ventre )

. . Lo A
La distance séparant deux noeuds ou deux ventres consécutifs est —

11.3.2 Champs résultants

» les champs incidents sont :

—

Ei = E° expi(wt - k2)

— e d
e A E?
B-Blopiwt-k)  aec Bl=— =
» les champs réfléchis sont : Q
o
R ~ =4 =4
E ?expl(wt + k2) avge E°=-E°
g
E = B0 expi(wt + kz)  zawec Eg -B
~
3

» Les cha mps resultants
- =
eE=E + Er = E E°exp@wt)[exp(—|kz§’— exp@ikz) ce qui donne

P
E, = 2E°sink2) expi(wt — 71/2)
©
Q
« B=Bi+ B, = B = BYexp(uwt)[exp(-ika)] + exp(+iks) ce qui donne
Bi = 2B? cosk) expi(wt)

-
Conclusion: %’
L’onde électromagnétique (gﬁultante est donc une onde résultante
Remarque- 55 : 5

- =

Les champs é]ectromagnétqjﬁ/ues E et B sont en quadrature de phase donc les nceuds de
- -

E sont des ventres pour B-et vice versa.
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11.3.3 Aspect énergétique
11.3.3.1 Densité volumique d’énergie électromagnétique

e On rappelle que

1 - 1B2(M, 1)
w(M, t) = Zg,E3(M, 1) + =——~
2 2 o
— -
E(M,t) A B(M,t
TM.p = (M, 1) A B(M, 1)
Ho

e Lorsque les champs sont harmoniques

- 1 <_E’(M,t)AT3’*(|\/|,t)>
2 Ho

e La densité volumique d’énergie électromagnétique moyenne

1 B(M,1).B"(M, t))

1 1,1
<w>= SRw) = SR (ZeoE(M £).E (M, 1) + "

Ce qui donne

1 1 . 1
<w>= ([EP + —[BP) = &EfPsikz+ —[EPcoskz
4 Ho Ho

Il en résulte que

< w >= go|EPP
N
o
11.3.3.2 Vecteur de POYNTING S
Y
1 1 E M, t) A B @
Ona:<Tl>= —%(ﬁ):—%( (M.9 (@'\j) ce qui donne :
2 2 Ho
&

EMt) A B(Mt) &4
=270 =07 2 (e A BY)(-i) sinkzcoskz
:uo = Ho

|
ﬁ

EMt/\B M 4 2 e A E

Q.01 B %———'sz EY ) sinac

& Ho

EMt B (M. t 2i .

E( )%Q MY _ M—'(;E?Fsmﬂa@

(o] 0

$
<
~

Donc

—

_)
g <[I>=0

Ainsi en moyenne, il n’y a pas\ﬁe propagation de 1’énergie électromagnétique.

Ceci est en accord avec le fags\/que I’onde résultat de la superposition des ondes incidente

et réfléchie est une onde st@tlonnalre

Conclusion: &

Puisque on a négligéQC%es pertes par effets JOULE (conducteur parfait) donc toute
1’énergie incidente €st totalement réfléchie: c’est un état stationnaire
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CHAPITRE 12

OPTIQUE PHYSIQUE

12.1 MODELE SCAILAIRE DE LA LUMIERE

12.1.1 APPROXIMATION SCALAIRE

» On a montré d’apres les équations de MAXWELL que la lumiere est une onde élec-
tromagnétique qui se propage dans le vide a la vitesse ¢, = 3.10° m/s ( c’est le postulat
de MAXWELL)

» Dans la mesure ou on ne s’interesse pas aux expériences d’interférences en lu-
miere polarisée, il suffit de décrire la propagation par une grandeur scalaire E(M,t) et
non _E)(M,t) : c’est I’approximation scalaire.

» Dans le cas harmonique : 5

Approximationl scalaire N

> E =E expwt —_k).OM)

E(M,1) = Eoexpet — K.OM)

3 )
L

<
Q\/\/ M
N (SM) = f n(P)ds
< S
&

Avec :
Co

O
» n(P) : I'indice de réfraction au point P définit par n(P) = P > 1; ¢(P) représente la
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vitesse de propagation (célérité) de la lumiere au point P et ¢, la célérité de la lumiere
dans le vide.
» S: I’abscisse curviligne.

Remarque- 56 :

Dans un milieu transparent (T) linéaire (L) homogéne (H) et isotrope (I) on a
n = cte et la lumiere se propage en ligne droite

Ce qui donne

| (SM)=nSMm

avec SM la distance entre les points S et M.
@ Signification physique du chemin optique
C —
On a: (SM) = fSM n(P)ds or n(P) = zo ainsi, ds =|| dOM|| = ¢, dt donc

| (SM) = coltm —ts) |

Conclusion:

Le chemin optique est la distance que parcourait la lumiére dans le vide ( a
la vitesse c,) entre les mémes instants t; et dw

o

Si on prend ts = O (origine des dates ) alors t,, = Ty-représente le retard.

Si on suppose que a t = 0 on a une onde d’amplitudé complexe a(S,t) = goei“’t; I’expression

de I’onde au point M est g

~/
S
aM.t) = a(S,t - 7) = a @
%

&
ce qui donne &

Or(SM)=cir= 1= (SCI(\)A)

S
_ iw(t-(SM)/co)
_(M’ﬁ_ goelw o
3
Si on pose : Lgf
w
G k=—
< Co
N
g
3¥EC1:eur d’onde dans le vide
g
Alors Q‘/b
O _ i(wt-ko(SM))
g aM,t) = a e™
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Remarque- 57 :

Si on pose :
» k, : vecteur d’onde dans le vide
» K : vecteur d’onde dans un milieu T.L.H.I d’indice de réfraction n
» A, : longueur d’onde dans le vide.
» A : longueur d’onde dans un milieu T.L.H.I d’indice de réfraction n
Alors :

(0}

A
Co=nC=1="

De méme

k = nk,

1l en résulte que : a(M,t) = a @@ +(SM)
Si on pose a, = a,€* alors a(M, t) = a '@ ok(SM)
On pose pour la suite

[ o(M) = ko(SM) — 95|

La phase au point M

Ce qui donne

a(M’ t) = aoei(Wt*‘P(M))

o

@ ¢(M) = Kk,(SM) — ¢, représente la pha\s;%’ at=0

<
@
12.1.3 SURFACE D’ONDES 3
g
<

Définition: >
On appelle surface d’onde 1'ensemk§le des points M tel que ¢(M) = cte
Comme n(LgU
(M) = Ky,(SM) — ¢, = cte = (SM) = Cte
g
Remarque- 58 : <

Les surfaces d’ondes sont des SL\I;I\Til’aces équiphases.
Y

Exemples 57

@ Onde plane proggzssive monochromatique
Considérons une onde plar@? progressive monochromatique de direction de propagation
€ ; donc a(M, t) = aoei(““kzl)g?
Les surfaces d’onde SOQ{?kZ = cte = z = cte donc les surfaces d’ondes sont des plans
paralleles au plan xoy ©
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é D D D )
@ Onde sphérique
Considérons une onde sphérique : a(M,t) = % cost — kr + ¢)

¢(M) = kr — ¢, = cte = r = cte donc les surfaces équiphases sont des spheres concen-
triques

@ Entre deux surfaces d’ondes équiphases) le chemin optique est le
méme quelque soit le chemin optique emprunté par la lumiere

Q
12.1.4 THEOREME DE MALUS-DUPIl\st;( (admis)
N

Les rayons lumineux sont perpendiculairesféux surfaces d’onde (surfaces équiphases)

g
~
<
<
Y
<
— %\
&
o
9]
&

$
%)
~
~
3
N

%
12.1.5 LI’INTENSITE LUlg[\/INEUSE
NS
Définition: g
On définit 1’intensité lugineuse par
@G

1 AR _,
4 1o =5 [ oner
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Avec ||ﬁ(M,t)|| le module du vecteur de POYNTING .
Et Atg le temps de réponse du détecteur.
Exemples
» L'eeil : Atg % 67ms
» Photodiode : Atg ~ 1 us
On retient que 1’intensité lumineuse est une valeur moyenne temporelle.
On admet que

2 = T
| =KE2=KE.E
avec
K= }ne C
= > o

Donc l'intensité lumineuse est une forme quadratique ( proportionnelle a E2)

12.2 INTERFERENCES DES ONDES LUMINEUSES

Soient deux sources lumineuses ponctuelles S; et S, et M un point de 1’espace :

S]_.
* M

820

On dit qu’il y a interférence si

interférence = (M) # [1(M) + 15(M)

)

7 7 ~

Dans le cas général (N sources) : <
S

i=NC

1(M) ig"(M)
=1

~

g
12.2.1 INTERFERENCES NOI\L%\iOCALISEES DE DEUX ONDES CO-
HERENTES ENTRE EFLES
O

12.2.1.1 Superposition de deux d,%ldes lumineuses monochromatiques

N
Soient deux sources ponctuelleg%l et So.
En notation complexe on a : <

S
> a(Sy,t) = a e g
: ~
> Sz, 1) = a e “
Au point M on a : 57

> &, (M, t) = a,elt-HaGMi
> az(Mt) = a_ozei[‘“Zt‘kol(SZM
Ce qui donne : a(M. 1) = %@ﬂ,t) +a,(M, 1) donc

rd)

a(M,t) = aolei[wlt—kol(slM)+¢al] + aozei[wzt—l%z(szM)Waz]
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Avec ¢4 et ¢z sont les phases a l'origine c’est a direat=0et M =S
On rappelle que
I(M) = Kaa' = (M) = K&

avec a, ’amplitude de ’onde ce qui donne
(M) = K(a01ei[wlt—kol(slM)] + aozei[wzt—koz(szM)waz])(a01e—i[w1t—kol(51M)] + aoze—i[wzt—koz(szM)+wa2])

Ce qui donne

(M) = K(&2, + @, + 285 ao, CoSa)

Avec

w ©
@ = [(w1— w)t + é(szM) - é(slM) + Pa1 — Pa2]

Qu’on peut écrire

[((M) =1+ 1+ 2+/l1l5cosa
~———

terme d’interférence

Conditions d’interférences

On a interférence si (M) # 11,(M) + I2(M) (on rappelle que l'intensité lumineuse | est
une valeur moyenne ) donc

< cOSa >=< COS[(w; — W)t + %(SZM) - %(sllvl) 4 a1 — @ao] ># 0
0 0

. Q
@ wr=wy— f1=fHL =T, =T, :0ndit que(ges sources sont synchrones
Dans ce cas ~

w
< cos[%(SzM) - é(SlM) + Qa1 — pa2] ># 0

<
=/,

~

Ya1 = @ap : les deux sources sont colgﬁrentes Conclusion:
Conditions d’interférences: N
Deux ondes s’interférent s’elles soqu‘]g synchrones (méme période) et cohérentes
(méme phase a l’origine) &
Dans ces conditions &
la

(M) =1, + 1, + ZJEcos[Cﬂ((SZM) ~ (S1M))]

%
On pose pour la suite g
~

o(M) = %((SZM) — (S1M)) = ky((S2M) = (S1M)) = i—’:((SZM) - (S1M))

&
Ainsi g/b
& [ 8(M) = (SoM) = (SiM) |
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la différence de marche

Il en résulte que

2n

¢(M) = ko6(M) = 2

Remarque- 59 :

@ Pour avoir deux sources synchr
source primaire par un systeme interférei -

eIJ

cohérentes en pratique on dédouble une

1

810

Se

Systéeme optique interférent

La suite voir systémes interférentiels

@ L’onde plane monochromatique qui dure det = 0 jusqu’at — oo de méme de
u = 0 jusqu’a U — oo n’existe pas en réalité; c’est a dire que toute onde présente une
limitation dans le temps et dans l’espace.
En effet : Soit une onde monochromatique réelle :

) Q
Train d’onde f

~
i

T
&
%
~
g
7 représente la durée du train d’'onde =~ <

%
Supposons un train d’onde issu de la séﬁdrce primaire S qu’on dédouble en deux trains
d’ondes issus de S; et S, _’fg"

Systeme optique interférentiel

oy
@
~
3
3
Y
<
s
3
Q(.')
O
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Si (S1M) = (S,M) alors M = O origine de I'axe
Dans ce cas ¢ = 0= ¢ = 0 pas de retard entre les deux trains d’ondes issus de S; et S,
Au voisinage de O, on a un certain retard

At
I T Y e
Pas d’interferencM/\/\/\/\/\/v

Interférence

Loin de l'origine O on a :

\VAVAVAVAVAVA .
\VAVAVAVAVAV/

At>T1 Pas d’interférence

Alalimite : At =7 et comme 6 = oAt = Cy7 = ¢
Conclusion:
Pour avoir interférence entre deux sources synchrones et cohérentes entre elles

A<t = (M) <Ccyr="¢

Remarque- 60 :
Les systemes optiques interférentiels utilisés se divisent en deux catégories :

Diviseur du front d’onde : Fentes de YOUNG , Miroir de LLOYD, Miroirs de

FRESNEL , Biprimes de FRESNEL ,--- 3
N
$
Diviseur d’amplitude : Lame & faces paralléles, Dispositif de MICHELSON ,
Perrot- Fabry,- - - @
~/
&
~/

12.2.1.2 Diviseur du front d’onde. Cha@ d’interférences

12.2.1.2.1 Présentation de quelques %l?spositifs interférentiels
&

O
12.2.1.2.1.1 Trous (Fentes) de YéUNG
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12.2.1.2.1.2 Miroir de LLOYD

=
\ 5
S \\\\\\\—'0'0'0_’0 spce o
STTRRRBRISEX X o

_____________ % e N

-
———
p—_—

-
——

Ecran

Les sources S,S; et S, sont situées sur le méme cercle de contre O et de rayon OS

12.2.1.2.1.4 Biprismes de FRESNEL
On rappelle les quatres formules du

prisme

» D.Senl:sini=nsinr
» D.SenI :nsinr =sini’
»A=r+1r’

»D=i+i"-A 3
)
Deux cas particuliers importants : Q\sfr
oi:i’=>r:r’cequirendD:Dmdonc@/
~/
|:i’_Dm+A in(Dm+A)
. 2 teon-= B
r=r = E Sln(z)
@)

e 'angle A du prisme est tres peﬁ' donc r,r’,i et i’ sont aussi faibles ce qui donne des
relations de D.S les relations de K\/EEPLER
Aval

i=nr
= D=(n-1A
iI”=nr

=
Dans ce cas on a toujoursqf}h rayon émergeant ainsi que I’angle de déviation D ne dépend

pas de I'angle d’'incidengg i
Le biprisme de FRESNFL est le suivant
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D
‘w
\\\\\\\\\\});;.;.;.;{{{/////
ISR IR KHEEA,
ISR RIRAIRARHIRIRRHIRILIRHS]
k\. QSRR

SOTK X 9,
BRI RS A IR E B R R KIRRLLS
e R A A B R R e Eess

%
% e ]
R RRRRIRIRHRRKIRIKS
/ 7777 FAELLLEELRLLIKN
2z AN\
D

XX

A’A

&

AW

12.2.1.2.1.5 Interférometre de MICHELSON

it
--f.- l‘J.-.l

I
I
"
1
|
1
1
|

L.S

R"'Ry

Suite voir document

12.2.1.2.2 Différence de marche. Interfrange
3
12.2.1.2.2.1 Complément sur la diffé§énce de marche

» On rappelle que : S

o(M) = i—ﬂ = ko6(M) avec 6(M) = (SS:M) _gé/SlM) = [(SS2) - (SSY)] + [(S2M) - (S:M)]
O

Si (SS,) = (SS,) alors

Ch

| (SS)) = (SS1) = 6(M) = (S2M) - (S:M) |

~
» En plus de ce déphasage géompgtrique ¢(M) on doit ajouter un déphasage supplé-
mentaire Q\:,L
y | ps(M) = 7 |

~
<
J
Y
<

dans les cas suivants :

~

%
@ Réflexion sur un mifoir métallique.

&
@ Lorsque le rayonQ‘t?e réfléchi en passant d’un milieu moins réfringeant vers un
milieu plus réfringeant
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R(ps =m)

N >N

@ Lorsque la lumiere passe d’un point de convergence

Point de convergence

Remarque- 61 :

A
Ajouter un déphasage supplémentaire ¢5 = 1 revient a ajouter ?O a o(M)

Q
o5
12.2.1.2.2.2 Surfaces d’égales intensités

Une surface d’égale intensité est l’ensemble(gi-es points M de l’espace pour lesquels
[(M) = cte &

. 2n
Comme | (M) = I1 + |, + 2111, cosp(M) avec g(M) = —&(M) donc

~/ /10

§

| 1(M) = cte\: o(M) =cte |

e

O

Q
Si les rayon S,;M et S;M traversent @f' milieu L.H.I d’indice n alors

23

| o(M) = n(S;M - S;M) |

N
g
Il en résulte que :F;

L

| IM)=cte=S,M-S;M=cte |

%
. &
Conclusion: Q‘/b
Dans un milieu L.H.Ies surfaces d’égales intensité sont des hyperboloides

de foyers S; et S,
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plan perpendiculaire a S1S2 hyperboles

cercles p croissant .| i

p décroissant

plan parallele & S1S2

12.2.1.2.2.3 Ordre d’interférence. Franges
On définit I’ordre d’interférence en un point M par

5(M)
Ao

oovy = XM vy = %cxM) - 27p(M)

7

» On appelle frange I’ensembles des points M d(g'n écran ou I (M) = cte
» Franges claires ou brillantes

\/
Me F.B (frange brillante)=— p(M) = ke Z ((\3—
En effet : (M) = I + I, + 2111, cosp(M) i
Me F.B= ¢(M) =0[2x] cad (M) = I, + I2+2 112 = lmax
Avec >
&

lrex = (V11 + V12)” = pea(M) =k € Z

» Franges sombres §

Me F.S (frange sombre)=— p(M) = (k* ) avec ke Z
En effet : (M) =11+ I, + 2VI4l COSQ@M)

Me F.S = o(M) = [2a] cad I(M)& 11 + |5 — 21115 = lnin
Donc ~

0
~
~

lmin = (V11 = V12)? = st(M):(k"‘%)a keZ

&
O

Tableau récapitulatif
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Franges claires Franges sombres

I(M) Imax:(\/H+ ‘/E)Z Imin:(‘/l__ \/E)Z

o(M) ok keZ 2k +1)r; keZ
1

p(M) k K+ >

(M) c, (k+ Do

» Frange centrale

On définit la frange centrale par (SS;:M.) = (SS,;M,)

Si (SS]_) = (SSz) alors SzMC = (S]_MC)

Ainsi si le milieu est transparent linéaire homogene et isotrope alors n = cte = (S,M, =
SiM. c’est a dire que M, est l'intersection entre 1’écran et la médiatrice du segment
[S1S7]

Remarque- 62 :
Pour (M) = (SS;M) — (SS1M) + ¢s Dans le cas ou (SS,;M) = (SS;M) alors :

» Sips=0= ¢(M) = 0 et par conséquent p(M.) = 0 ce qui donne que (M) = I : la
frange centrale est brillante

» Sips =1 = ¢(M) = r et par conséquent p(M;) = % ce qui donne que | (M) = lyip ¢ la
frange centrale est sombre

12.2.1.2.2.4 Contraste ou visibilité des fdf)h?nges
On définit le contraste ( ou visibilité ) des franges au point M qu’on note C(M) par
<

~U

C(M) _ :max - Imin

max T Imin

g
Pour I(M) = |1 + |, + 24111, cosp(M) on a :§

B
2 _ _ 2
(V1 + VI + (VI = VI i+
CO%
. 4 <
Si on pose p = — alors <
P &
ol 2\p
) M) =
\7\/ CM) 1+p
~N
, &
Représentation graphique ge C(o)
elm=0 e lim=0
p—0 p—»oé(/
dC Q
od—:O=>p:1 O Cl=1=1
o
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03}
02
01|

Remarque- 63 :

©

| 0<C(M)<1 |

@ C(M)=1= 1, =1, =l c’est a dire les deux sources ont méme intensité.

(3) Sachant que I(M) = 11 + 1+ 2Tz cos¢(M) = (M) = (I1 + 12)(1 + C(M) cos¢(M))
Représentation graphique de l'intensité lumineuse |(M) pour C = 1 et C = 0,5 a savoir
| = (Illzulvlﬁ)(1+ cosyp) et 1’ = (11 + 15)(1 + 0,5 cosp)

2('1 + |2)*
3(l1 + 12) B S N U v
T - <

|1+|2 ~
2

0

o(M)

X
q
g
~
s
~
&
12.2.1.2.3 Observation des franges %§
&
Q

&
12.2.1.2.3.1 Observation transvegsale
On place I’écran E parallele a la droiteﬁignant les deux sources S; et S,

O Ecran (E) X
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Ordre de grandeurs :

ea~1mm e X,y~1lcm e D=~1mDonc D> Xy,a
On a :6(M) = (S,M) — (S1M) et puisque 1'utilisation courante les sources S; , S; et le point
M sont situées dans l'air et comme n(air) ~ 1 alors

| 6(M) = (SeM) ~ (SiM) =12 —11 |

Sachant que :

M y Sl 0 82 0
0 -D -D
alors :
o1 =S,M = (x+&)2 +y2 + D2 or;=SM=(x—a)+y2+D?
Donc

S(M) =ry—ry = J(X+@&)2 +y2+ D2 — /(X — &)2 + 2 + D2

Puisque D > X,y,a alors :
>+ (X+ &) ¥+ (x+ &)
ef,=D4/1+—u-—+——— D(l —)

D2 2Dz2
2 n2 2 YA
Y=+ (X— &) Y-+ (X— &)
.r]_:D\/l-l'TﬁD(l'FT)
Donc : ( )2 X ( )2
¥+ (X+ & y +(x-a
o(M) = - =D(1+ -1-
M) =r2-r14 ( 502 5 >D2 )
y +(X4>9a’)2 ¥+ (x—a)?
oM)=r,-ry =D -
= 6(M)=r2-1, ( 232 >D2

—= (M) =r,—1 = Tj(m )’ - (x-a)?)

2xa’  ax
:>6(M)—r§/:/r1— _B
Donc /?
ax
o(M)=rz2—-r1 = D

Sachant que 1’équation des franges é%:t [(M) = cte = §(M) = Cte

Dans notre cas S
Q\E(M) = Cte= x=cte
Les franges sont des segments @é droite
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Définition:
On appelle l’interfrange notée i la distance séparant deux franges consécutives
de méme nature. ax,
On a pour l'ordre K : 6,(M) = D = AoP(M)
a
On a pour l'ordre K+ 1 : 6y;1(M) = X[|;+1 = AoPrs1(M)

Par conséquent :

a
AP =4 = 5(xk+1 — %)

donc

Remarque- 64 :
Autre méthode pour le calcul de la différence de marche

X
S
S
M(X)| &
%; M S
A \/L/ &
a ‘\ a @) Z
|
I ab 2
2
é____________________D ____________________
. 1) ax
Ona:tana ~Sine = — =—-dot :6 = —
D 9
o5
12.2.1.2.3.2 Observation longitudinale %\/
g X
@
3 AE
g 1 g
$ M(X,y)// g
>~ [&]
rr = | e
§ |
13 l o ¢
S; 0 S & |
a=2a 9 :
o
(-__________:Z-G-b ———————————————— »
g y
@
Sachant que : <
N
X Y
& 0 0
>
M|y, & Sifo0 S21 0
&
Q(.’)
© -D+& -(D+ @)
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alors :

2 2 12 2Da’
ofy=S,M = \/x2+y2+(D+a')2=>r2:D\/l+X Y +;2 2% _ Df(D) avec
X2 + y? + a? + 2D
f(D):\/1+ =
2 2 /2_2D ’
of;=SM= \/x2+y2+(D—a')2=>r1:D\/l+X Y +;2 2 _ Df(-D)

Donc la différence de marche s’écrit
6 =ry—ry = D(f(D) - f(-D))

Faisons un DL a I’ordre 3 de f(D) au voisinage de 0 sachant que D > X, y, &
On rappelle que

> restart:

> taylor((1+x)”~alpha,x=0,5);

(1+X)* ~ 1+ax+a(az_l)x2+a(a_16)(a_2)x3+a(a_l)(cégz)(a_s)x‘%O(xs)

> taylor((1+x)"0.5,x=0,5);

1.1, 1., 5 ]
\/(1+x)_1+2x RRET S 128x“+O(x)

Ainsi :
(a+ b)® = a° + 3a’b + 3ab® + b°

Ce qui donne :

1280 a?+x2+y?\ 128 a?+x+y’\2 1,28 a?+x+y>3
f(D)~1+ = -~ 7 )_= - - 7 — - 7
() +2(D1-; D22 2) 28([)144_-2 [4)2@52)216(2)D +18[:)32 )+
N a a“+x+y a a@+x +y a
:>f(D)—1+§(D1+ D2 :2—5( D2 + \v/\_/ D2 )+1—6(F)+
~ a 2, .2 rx2 4 2\
:>f(F))_1+5+§(x +y)—ﬁ[a(x +y£)z}f+---
Ce qui donne : §>;
0 S0 2a 4«
— = f(D) - f(-D e
Par conséquent : =
SV - PV I a 2, 2
5_2a—§(x + y°) a—ﬁ(x + y°)
L'équation des franges : §
[(M) = cte= 6(M) =ctec’est a dirgfoz
N
; X2 + y? = cte

Par conséquent les sources soﬁ/t perpendiculaire a I’écran (S;S; L (E)) alors les franges
~N
sont des cercles. §/

Pour ¢(M) = i—ﬂd(M) + ¢s e§§(M) = (SS;) + (S2M) — (SS;) — (S1 M) et dans l'air
0 Q

Q%U(M):[ SS; - SSy | +| S:M - SiM |
@) —— = S~ =
lo2 lo1 r2 ri



Ce qui donne

| oM)=(ra—11) + (ro2—To) |

Par conséquent en présence d'un déphasage supplémentaire (¢s = +7 : + pour le rayon
S,M et - pour le rayon S;M)

5(M) = Aop(M) = (12 = 12) + (roo  for) & 52 = p(M) = [(r2 ~ 12) + (roo  fon) £ 2]

Ao
: a 2 a 2 Ao
Et puisque r; —r; = a— 5—(X* + y°) alors L,p(M) = a— 5 (X" +y°) + (fo2— loz) = =
2D 2D 2
Alors
21,D%; 1 A
_ 2,2 _ 0 il _ 9y _
Ro = 4y = =2—[ T @+ roz = roa = 5) ~p(M)]

Po

Avec p, représente 1'ordre d’interférence a 1'origine p, = p(x = 0,y = 0) ce qui donne
I’expression du rayon des franges

2
Ro= N7 = | 222 (p, - pii)

a

Remarque- 65 :

@ Puisque R, > 0 = p, > p(M) c’est a dire p, représente un ordre maximale
parfois noté P, = Prax
Puisque Py = Prax = P(X, 0,y = 0) alors si :
» Po = K(€ Z) la frange centrale est claire ( brﬂ]a%i_ie)

~/
S
N4
@ Puisque R, varie en +/p, — p(M) alors 12%4 cercles se resserrent lorsqu’on s’éloigne
du centre 7

> Po = K+ E(k € Z) la frange centrale est sombre”

~
3

"
-7

VA

M]
~
5
12.2.2 Interférences lscalisées de deux ondes totalement cohé-
%\
rentes é)u
4
On rappelle que &

» Lorsque les source$§’ S; et S, sont ponctuelles, alors les les franges sont non



localisées dans I’espace

» Lorsque les sources S; et S, sont étendues dans I’espace (non ponctuelles),

alors les les franges sont localisées dans I’espace

suite voir TP et TP-cours.

12.2.2.1 Franges d’égales inclinaison

Les franges d’égale inclinaison sont obtenues lorsqu’on éclaire par une source éten-
due une lame a faces paralléles ou dispositifs équivalents

air

Ty

air

» Les rayons R; et R, donnent des interférences par réflexion par contre les rayons T,

et T, par transmission ( réfraction)

» Les rayons sont paralleles donc les franges g:@interférences sont localisées a l'infini

et pour les voir : @
e Intercaler une lentille convergente 5/
e Observation a grande distance ff

12.2.2.1.1 Calcul de la différence de w\arche

N
%
&
12.2.2.1.1.1 Par réflexion K
On note cette différence de marche (5{3
Ona: 6 = (SlidiloR) — (SIiRy) = 6 (I1dil) — (1:K)

donc & = n(l11Jy + Jylp) — 11K comme1,J; = i1, alors
N

NG
wj 5, = 2nl1J; - LK

Or: e e \V/\'/
-CcoSf = — = Iy = — &
[1J; cosr§
.. 1K 3
-sini = — — 1K = |11, siai
i L

ll 2
“1ql, = 21H = I,H = etaifr

, e .
Par conséquent : 6, = Zﬁ)co? — 2etanr sinr



e Sire r

D.S en I; = sini = nsinr ce qui donne 6, = 2n - 2e d’ou la différence géomé-

. cosr cosr
trique

or(géométrique) = 2necosr

Le déphasage géométrique correspondant est

L 2n ne
¢r(géométrique) = /I—Znecosr = cosr
(o] (o]

Question : Y-at-il un déphasage supplémentaire ¢?°?
@7 = (S113112Ry)s — (S11R1)s = ¢F = 0 — 7 = —7 ce qui donne

1 4necosr
6r(M) = 2necosr — 5/10 = ¢(M) = — 7
(0]

Le franges d’égales intensité :
[[(M)=cte=r=cte et i=cte

i = cte = cone de sommet | et puisque i reprééente 1’angle d’inclinaison du rayon
lumineux par rapport a la normale, donc Franges ¢ égale inclinaison

Conclusion: 5’
SN

La figure d’interférences est constltueeiﬁes anneaux circulaires concentriques

&
\/
s
<
Y
12.2.2.1.1.2 Par transmission . %§
On note cette différence de marche 6; &
De la méme maniere on trouve &
&
6y(géométrique) = $6r(geometrique) = 2necosr
Question : Y-at-il un déphasage sup@ementalre @r?
pas de déphasage supplémentaire ﬁar transmission ¢% = 0 donc

1
L

4necosr

6¢(M) = 2necosr = ¢(M) = y
(0]

~

Le franges d’égales intensitg/b

(M) = cte = r = cte eTQOI = cte : Franges d’égale inclinaison :

triques.

circulaires concen-



12.2.2.2 Franges d’égales épaisseur

Considérons une lame mince d’épaisseur non uniforme qu’on éclaire par une source
étendue sous incidence quasi-normale.

La source est étendue : donc les franges sont localisées au voisinage de la lame, c’est le
type d’interférences qu’on trouve dans la nature.
Puisque le contraste C est meilleur en réflexion qu’en transmission, alors

Ao 4rnecosr
O =2Necosr - — —= = ——— -7
2 Ao

é’
%)
~

e En incidence quasi normale:i — 0 =\>—>>f — 0 ce qui donne cosr ~ 1 par consé-

SN

&
quent o
Ao 4ne
O =2ne— — = ¢, = -
r 2 7T A
g
&
e ['équation des franges : L

Ir = cte = §, = cte dong e = cte Fran%@s d’égale épaisseur

Et puisque tana =~ a = X — e=aX C,j?

e = cte— x = cte: les franges sonl;\/des segments de droites
=~



12.2.3 Interférometre de MICHELSON

On retient que lorsque

M; L M, 1l'interférometre
de MICHELSON est S,
équivalent a une lame
d’air

La différence de marche cor-
respondante est

2l = 2|l - 14

Ao Ao
0=(5M)-(S M)+ —=-—
(2)(1)“‘2 2

Donc

i Qe
wn
A

| 6=2-1 |

Par conséquent les franges
sont circulaires.

Lorsque on fait tourner lége-
rement le miroir M, (M; x M»)
d’'un angle tres faible l'inter-
férometre de MICHELSON est
équivalent au coin d’air et les

franges sont des segments de /,’ S’ (image de S par L.S)
droite. L-S’/ :
Conclusion: . I
»M; 1 M, = Franges (Z;Q i
circulaires concentriques ' :
(anneaux) \57 : soran
» MM, — Franges @L’L !
rectilignes (segments de &
droite) @\’/
Suite voir TP et TP-cours §
d’optique 5
Q
&
O

Q
2
12.3 Réseau plan J
g
@

12.3.1 Définition

Définition: 3
Un réseau est une surfa(z‘g7 diffractante sur laquelle un motif est répété sur
une distance un nombre ge fois
Exemples ©



(IR L0010

e On note ala distance séparant deux motifs consécutifs.
e On caractérise un réseau par

n=

1
a

N : nombre de motifs par unité de longueur
e Un réseau est dit plan si tous les motifs appartiennent au méme plan c’est a dire la

surface du réseau est plane Q
¥
~
v\_/
12.3.2 Formule du réseau par tragsmission
~N

Considérons un réseau plan éclairé par LLI%/ faisceau de lumiére cylindrique
N
, ~N
R, Résegau plan

Interférences par transmission

& 85/V/

Interférences par réflexion

g
La figure d’interférences C%ﬁtient des franges :
» Claires si § = k1, = &/= 2kr avec ke Z: Interférences constructives

» Claires si 6 = (kK 2105)/10 = ¢ = (2Zk+ L) avec k € Z : Interférences
destructives ©



Déterminons la différence de marche :
6 =AB-CD, or AB = asini et CD = asin, ce qui donne

| 6 =a(sini —siniy) |

C’est la formule du réseau par transmission

Remarque- 66 :

@ De la méme facon on trouve

| 6= a(sini +siniy) |

C’est la formule du réseau par réflexion

@ Cas particulier important : i, = 0 incidence normale

| OIN = asini |

L’'intensité transmise par le réseau est maximale si
6(M) = a(sini + siniy) = ki,

C’est a dire 'ordre d’interférence est entier p(M) = k

Remarque- 67 : Q
g
@ Pour p=0ona 5?’
sini = siniy, =4 = |,
g
C’est la direction géométrique ~
~
Réseau plan
G
) -0
el i
— T — —— , — v | — \ﬁ
N
o
3
X
~

@ Pour k € Z* (entier re]atif\‘ﬁon nul) I'intensité est maximale et par conséquent
&

. . ki
smlk:sm|o+?

g
S
%

& . , .
La position des franges brﬂlé/ﬁte, déterminée par I’angle i, dépend de la longueur A, mais
la frange d’ordre 0 (p = k Q@O) est commune pour toutes valeurs de Ao, donc la couleur
de la frange d’ordre O est fa superposition de toutes les couleurs de la source.



. ki, , ;
@ On a sini — siniy = >y ce qui donne puisque :

—l<sm|<l=>—l<sm|o+?°<1

Cette relation détermine le nombre de valeurs de k c’est a dire le nombre de franges
brillantes.
En incidence normale i, = 0 on a

N
=~
N

> o
| o




plan perpendiculaire a S1S2 hyperboles

p décroissant



CALCUL DE LA DIFFERENCE DE MARCHE DE
QUELQUES DIVISEURS D’ONDES

12.4 Miroir de LLoyd

D’apres la figure ci-dessous, la différence de marche en un point M de coordonnées
(x,y,0), est :

SI+IM+%—SM

= S'M-SM
2x 1
D 2

5(M)

\ 4

L
> g
N Ecran
N
&
Calcul de l'interfrange i : g
i = AX lorsque Ap(M) = 1
. ok
dou: 2bx  AS D
X ~
o(M) =~ — + == p(M)4 i~ —
(M) D "5 p(M)2 = b

&
O

g
5
12.5 Miroirs de Fresnel

N

&
Calculons, d’apres la figure ci-déssous, la différence de marche §(M) en un point M de

I’écran : <
Q@
(M) = S§JM+£—SI—IM—£—SJ+JM—SI—IM
= ﬁ' 5 5 =2 1
= M-S;M
L 35152 X

d+D



or ¢ < lrad = S;S, ~ 2ad

d’ou :
2ad X A AD

(M) = ——= = linterfrangei ~ -~ + Z—

12.6 Biprisme de Fresnel

Y4
La différence de marche au point M §St :
(M) z,\(\SJ) +JM - (SI)-1M
or S; est I'image de S par le prig/%e 1, donc :
§%I)—I81:(SK)—K81 (12.1)
de méme S, est I'image dqu/é;ar le prisme 2, donc :
O

(SJ) - JS, = (SK) - KS, (12.2)



Les relations (1) et (2) donnent, puisque KS; = KS, :
(SI)-(SI)=JS, - 1S,

donc :
ST
d+D

or la déviation A de I'un des prismes étant tres faible devant 1 rad :

6(M) = 82M - SlM =

S;1S, ~2Ad=~2A(n-1)d
avec A et n sont respectivement I’angle et I'indice du biprisme.

d’ou :
2Ad(n - 1)x . . A AD
(M)~ ———— — Vlinterfrangei ~ 2AM=1) + 2A(M = 1)d

d+D

12.7 Trous d’Young

On perce sur une plaque opaque deux trous circulaires S; et S, distants de a. On les
éclaire par une source ponctuelle monochromatique de longueur d’onde A.

S
x’T( > 2
\/3; 0

5 y/y

Sz

< » | & L
< >

d b g D

J
D >

La différence de marche en un point M de L’%/Cran est, d’apres la figure ci-dessous :
~N

$ ax
5(M) = SS; — SS1 + S;M — Sy =
Q

+ x — l’interfrangel = AD
d D 9% ==



~/
12.9 Caractéristiques des ap;&ﬁreils
g

L’'interférometre de Michelson comporte : Q?

» Deux miroirs plans réfléchissants noté@/\’Ml et M, sensiblement orthogonaux aux
axes OX et OY. §

» Trois lames de verre : Le verre antic%%rique, la séparatrice et la compensatrice.

e Le verre anticalorique (VA) fixe ﬁltreé];es infrarouges et autres radiations non visibles
énergétiques. Il évite I’échauffement et dh déformation des miroirs et autres lames .

e La séparatrice (Sp) est une lame semi-réfléchissante qui permet la division du front
d’onde en réfléchissant et en transmeftant la moitié de 1Sénergie incidente. Elle est fixe
dans la plan X =Y. La face semi-réf@lchissante de la séparatrice est la face qui recoit la
lumiére incidente de la source primaire .

e La compensatrice (Cp) est une lame de méme épaisseur et de méme verre que la
séparatrice. La compensatrice 331; traitée antireflet dans le cas du modele DIDALAB et
non traitée dans le cas du m0d§le SOPRA.

» Lesvis V1 et V), permettg*at un réglage d’orientation «grossier» de M.

» Les vis V4 et Vg permeiigént un réglage d’orientation plus fin de M;.

» La vis Vg permet unéﬁéglage d’orientation de la compensatrice autour d’'un axe
vertical. ©



» La vis V7 permet un réglage d’orientation de la compensatrice autour d’'un axe
horizontal.

» Un chariot permet la translation en bloc du miroir M, (chariotage) dans la direction
OX grace a la vis micrométrique V.
Ce déplacement est repérable a 'aide de la graduation d’'un vernier au 1/200 mm = 5
pmou au 1/100 mm = 10 ym.

» Une direction d’observation OY perpendiculaire au miroir M; et a la direction OX
de ’onde incidente.

12.10 Le pliage A

Un rayon lumineux, noté R,, entrant dans l'interférometre est divisé en deux par la
séparatrice ( ce type de dispositif est dit a division d’amplitude, par opposition a un
dispositif a division du front d’onde, type fentes d’Young, qui sépare un faisceau en deux
parties) :

» un rayon R; traverse la séparatrice, se réfléchit en I; sur M,, puis a nouveau en J;
sur la séparatrice et sort de l'interférometre.

» un rayon R, se réfléchit sur la séparatrice, puis en I, sur M,, puis retraverse la
séparatrice en J, et sort de l'interférometre.

Rien n’est changé du point de vue deés;)calculs des chemins optiques si on effectue un
«pliage» selon I’axe A de la séparatri@a, qui rabat I'axe X sur I’axe Y : on fait ainsi appa-
raitre un miroir «image» M’; de M;.9Q

Le systeme est ainsi réduit a un a{% optique unique sur lequel nous raisonnons désor-

mais. \v/?’
g
@
12.11 Equivalenc€¢ a une lame d’air a faces paralleles
Y
S

Si M, et M’; sont parfzj&ement paralleles et forment une lame d’air a faces pa-
ralleles d’épaisseur e, 1§§7 images S, et S’; de S sont alignées sur 1’axe optique : un
écran placé orthogonalefient a cet axe permet d’observer des anneaux d’interférences.
La position de 1’écran p%’ut étre quelconque sur l'axe : les franges sont délocalisées.
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12.12 Equivalence a un coin d’air

Si M, et M’; se coupent en faisant un angle g, trés faible, formant ainsi un coin d’air
d’angle &, les images S, et S’; de S sont quasiment alignées sur un axe orthogonal a
I’axe optique : un écran placé orthogonalement a cet axe permet d’observer des franges
d’interférences quasi-rectilignes, paralleles a « l'intersection» des miroirs.
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