Correction TD mécanique quantique

Exercice 1 : Particule libre

-) p(x, t) = |P(x, t)|%est la densité de probabilité de présence de la particule a
I'instant t dans l'intervalle de longueur dx centré au point M d’abscisse x.
-) La probabilité de trouver la particule a I'instant t quelque part dans I'espace (ici sur

+00
(0x)) est égale a 1donc: [ |wex t)|2dx = 1.

1

-) La dimension de |Y(x,t)|? = L1 — |‘P(X,t)| est L 2|,

-)Ona p(x)= |‘P(x,t)|2 = |(p(x)|2 est indépendant du temps donc Iétat est
stationnaire.
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La fonction ¢@(x) vérifie I'équation “om ad +V (X) ¢(X) = Ee(X)

2
2
Si V(x) =V, I'équation devient : d"(x) +—m(E —Vo) p(x)=0

ax*>  #°
Si E >V, la solution de cette équation est de la forme @(X) = Ae™ +Be™ ouAetB
2m(E-V,)
deux constantes complexes et k = —
Si E <V, lasolution est de la forme ¢(X)=A'e™ +B'e™ , ou A’ et B’ deux
2m(V, —E)
constantes complexes et = —

La particule est libre si V (x)=0, son énergie totale est égale son énergie cinétique
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2m__ 2m
ikx —ikx 2mE
E >0 — @(X) = Ae™ + Be ™ avec A et B deux constantes complexes et K = Y
ikt iBt-kx) iEtakx)
or ¥(x,t)=p(x)e " donc ¥(x,t)=Ae " "+Be
E 2mE

Px,t)=Ae @ LB e donc w= - et kK= Y

La solution de I'’équation est une somme de deux ondes planes, le premier terme
correspond a une O.P.P.H qui se propage dans le sens des x croissants. Le deuxieme
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terme correspond a une O.P.P.H qui se propage dans les sens des x décroissant. On a

2mE _E hk®
K=" et—=0 —k2=2"2 — larelation de dispersionjo (k)= ——.
h h h 2m
2 2 2 2
Onak =hw=hx2 =B o p =Lz =0 =p—=’P=hk=£><2—”=E
2m 2m 2 2m 2m 21 A A

Cette relation est appelée relation de L. De Broglie : En MQ a chaque particule

h
d’impulsion p on associe une onde de longueur d’onde A = B (dualité onde

corpuscule).

p(x) =P(x,t). P (x,t) =
p(X)Z(\/;leml . gilet-i +\/p726i€2 .e—i(wt+kx))x(\/;1e—i61 @i (et) +\/,0726_i€2 'ei(a)tﬁ-kx))
— p(X)=p,+ p, + 2./ pp, cOs(2kx+6, - 6,)

Prin = P+ 0, =230,

Prax = Pr+ Py + 24 p1p,

La densité de probabilité varie de fagon sinusoidale il y a des zones ou elle est
maximale p = p,.. et des zones ou elle est minimale p= p.., :ilyaun phénomene

d’interférences entre I’onde progressive et I'onde régressive.
[wp(x)dx = J.jw(pl + P, + 24/ pp, €0S(2k X+ 6, —6’2))dx diverge =

La probabilité totale est # 1 , ce qui n’est pas acceptable physiquement, la particule
libre ne peut pas étre présentée par une onde plane ou 2 ondes planes se propageant

en sens inverse.
Il faut décrire la particule par une superposition d’ondes planes de pulsations
différentes : un paquet d’ondes.

Y(x, t) = \/%fj;og(k)e—i(wt—kx) dk = ¥(x,0) = \/%fj;g(k)eikx dk

k>
—L f Le”‘x dk Rq:Y(x,0) estlaT.F
2m ki Ak de la fonction porte (il

faut trouver sinc ()

k, +k
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P(x,0) = \[ge”‘oxsmc(%x)

b- Pour un état stationnaire p ne dépend pas du temps— p(x) = Y (x,0). Y*(x,0)

,O(X)=%sincz(%j e
p(x)=0—>xn=2An—lf.neZ*
Ak
— p(0)==2
Po p() or

0.016

-4n/Ak  -2m/AK 0 2n/Ak 4n/AK X
¢ p(x)= A—ksmc Akx
P 2
f “ p(x)dx —f %sinc ( )dx
On pose u =%x—> du =2 dx — dx = > du
2 2 Ak
six — +ooalorsu — 4+
Etx — —o alorsu — —
Y 2 17
—sinc? dx = f —smcz(u)—du =2 X —f sinc?(u)du =1
21 Ak T
o 0

Donc Y (x, 0) représente bien I'etat d’une particule libre a I'instant t = 0, puisque le
paquet d’onde est normalisable (vérifie la relation de normalisation).

d- Ax =x; —x_; = Z—Z — Ax.Ak=4nm — Ax.Ap = 4mh —On ne peut pas mesurer
simultanément avec autant de précision que I’on veut la position et la vitesse de la
particule. Ceci est compatible avec l'inéqalité de Heisenberg spatiale.

hk? da) hk o "k V

10- Ona:a)=——>vg etV =—=—=—,
2m dk m  k 2m 2

Or p=hk = mv, =mv —V, =V ou Vest la vitesse de la particule en mécanique

classique. Donc le paquet d’onde qui se propage a la vitesse v représente bien la

particule libre.
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