Correction TD mécanique quantique «

Exercice 2 : Effet Tunnel

1- Larésolution de I’équation de Schrédinger indépendante du temps dans les trois régions donne :
e Régionl:@;(x) = A + Bje™™* A, etB, €C

e Régionll: @, (x) =A;e9 + Bye % A etB; €C

e Régionlll: g (x) = Aj e, Ay € C

2- Lesfonctions d’onde ainsi que leurs dérivées premiéres par rapport a x sont continuesenx = Qetx =
a =

A +B =A, +B,
ik(A1 _BI): Q(Au -B, )
Aneqa + Blleiqa = AmeIka

q(Aueqa - Bne_qa) = ikAme_ika
La condition supplémentaire qui permet d’établir une cinquiéme condition est la condition de
normalisation de la fonction d’onde.

- iy - hk — hk - hEk

3- Jjxt) = o W, OI?=> J(xt) = o 1A%, 77 (x, t) = —;|31|2,}t(x; t) = p |Ap1?

CNEEON 1B e 17O Am|?
SIR="=—7+ =" ;IT=="==|-"
[17; G0l Aq [177Ce, ) Af

e R :représente la probabilité de réflexion de la particule sur la barriéere.

e T: représente la probabilité de transmission de la particule a travers la barriere de potentiel ou
probabilité pour que la particule franchisse la barriére.

e Ondoitavoir R+ T =1 , puisque la particule doit étre quelque part dans I'espace (soit réfléchie soit
transmise) et la somme des probabilités = 1.

1
4- OnaT = V% hz(,/zm(Vo—E)a)
> R

=4-E(V0—E)
AvecVy=2eV,a =0.1nm

e Pourunélectron, E =1eV,m, =9,11107 3% kg = [T = 0,78
e Pourunproton, E = 1eV, m, =2000m, =

Commentaire : Pour I'électron la probabilité de franchir la barriére atomique est de~80% . Donc
I’électron est délocalisé dans I'atome et peut franchir la barriere de potentiel atomique alors que
dans les mémes conditions, un proton a une probabilité T = 1071°. Cette probabilité est trés faible a
cause de I'effet de masse. Autrement dit, un proton ou un noyau occupent un site bien déterminé
(figé) dans un atome ou une molécule.

eqa_e—qa)z e2qa

a- Une barriére est dite épaissesia > d or § = % = qa >» 1 = sh?(qa) = ( > =——>»1

D'autre part (Vo —E) > 0 et (Vo —2E)2 >0 = V,*> + 4E2 —4EVy = 0
2

V,
= Vo2 = 4E(V, — E) :WO—E)Zl
0
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1+4—E(V§—E)Sh2(qa) 415(1/8-@>< 2
JIE =B en 1 e
V¢
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b- T,(E) = 16EE/V0 —E) 16(511;02 E?)
0 ( i
dT, 16 v,
0 (W —2E)=0 = E =
dE voz( 0~ 2E) 2
% V
(=)= 16 (Vo - (D)
Ty (E = =2 =
2 7

To(E = 0) = OetTo(E = Vo) =0

e Discussion des cas limites :

Pour E=0 onaT, =0doncT = 0:la particule ne franchit pas la barriére puisqu’elle est immobile

(E = E. puisque E, = 0) .

Pour E = V on obtient Ty = 0 ceci parait paradoxal ! (on s’attenda ceque T /

quand E se rapproche de V, ). En effet 'approximation de la barriére épaisse n’est plus valable car g =

0 = qa = 0 eton n’a plus ga > 1, mais en revenant a I'expression initiale de T, on trouve T —1 et c’est

normal la particule passe avec une probabilité proche de 1.

2 2 Vi

o =L @ =5 (- ) = 5[50 - 55 =3

C- onaT = Ty.e 29— InT =InT, — 2qa ~ In(T,) — 2qa

8
or In(Ty) = In <§> =098 =~1

InT~1—-2qa orqa>1— |[InT = —2qa

Radioactivité a

aze@) n 2m(E+Vp)
dr? h2

a- ¢@(r) vérifie I’équation o) =0 — @(r) = Ae™*™ + Be™ ™7 (ou bien ¢(r) =

Dsin(kr) + D'cos(kr))
2m(E+V,)

2 _
aveck® = ——

or p(0)=0=A+B =B =—-A4— ¢(r) = Ae? — Ae " — ¢ (r) = Dsin(kr)
(ou bien ¢(0) =0 =D"— ¢@(r) = Dsin(kr))

Pour chercher D on utilise la condition de normalisation :

To "o D?r, 2
f lo(r)|?dr = 1—>sz sin(kr)dr=1>—2=1—>D= |—
0 0 2 To

= (p(r)=\/r;—osin(kr)

b- @(ry) = 0= sin(kry) =0 = k,ry = nt = kn=—|;n €N’
0
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Orkn2: (En 0)=>E= VO

h2 n 2mry2

Commentaire: L'énergie de la particule est quantifiée, la résultat est prévisible puisque la particule est

confinée dans le puits.

a- Laparticule a, d’énergie E > 0 peut franchir la barriere entre A et B par effet tunnel.

— — 2
b- AupointA, V(ry) = |Vipax = K _|=Gal2e  2z-2e

4T EQT) 4TEYTY 4T EGTy

_2(92-2)(1,6 10719)2

Viax = 4TE0x3,5 10715
109)
. _ — K 14
c- AupointB,V(ry) =E=|r = pr— 6,510 *m

a- Entrer et 4+dr, le potentiel peut étre approximé par une barriére
de potentiel rectangulaire d’épaisseur dr et de hauteur V(). La
probabilité pour que la particule traverse cette barriere
correspond a la probabilité T (r) d’étre arrivée en r multipliée par
la probabilité de franchir la barriére rectangulaire d’épaisseur dr
= T(r +dr) = T(r).e 2997 (Par analogie avec T =
Ty. e~ 24%)

= |ln T(r+dr)=InT(r) — 2qdr|

b- InT(r+dr)—InT(r) = —2qdr = d;—tT =-2q

_ |2mg(V(r)-E) 1 K
Orq= \/ h? - h\/zm“ (41T£or E)

:>dlnT_ 2 ) ( K E)
ar  n | Aeyr

En intégrant sur toute la barriere (de rga ry)

2 (M K
InT =—— 2 ( —E)d
" h_];o M\ areor r

K
¢c- Onar = pry-

Correction TD MQ

= 74,25 MeV (Pour trouver le résultat en Mev on divise par (1,6 10719 x

V(r)

max

approximation de V(r)

’

.

Ty dr r

2 K 2 (r ’ T
= InT=- gfrol ZmaE (4n£oTE - 1) dr = _gfrol ZmaE (?1 - )dT
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AV(r)

Orr =
1 4amegE
InT _2 (ZmaKrO) __Ky2mg 1 —a _ b
h e 4goh VE VE

Vma_\- potentiel coulombien

loi de Gamow

2 2mg KT K,/2m
Avec |a == (L") et|b = =
h TE) 4ggh
9-
_ _ _ 1 2 _ 2E
a- E—EC+Ep—EC—Emav =|v = m_a =V, “
potentiel nucléaire
2X4%1,6Xx 10719%x10° _
AN v =\/ ———=13810"m.s"! =
6,64X10
10’m.s™ 1
219

b- la distance séparant deux rebonds successifs est 2r; = |t,, = —

27y 2m,
= tm = >E =Ty E
my

Le nombre de rebonds par unité de temps est n = ti

n=— /L AN :n=~2.10%'s71
To | 2Mg

c- Pendant une seconde la particule effectue n rebonds sur la barriére de potentiel, a chaque rebond
elle a une probabilité T de quitter le noyau. Donc pendant une seconde elle a une probabilité nT (car
elle effectue n rebonds par seconde), d’ou la probabilité par unité de temps d’émettre une particule a

a- Le nombre de désintégration par seconde pour un noyau est 5. Donc le nombre de noyaux
N(t) diminue de SN (t)dt pendant une durée dt ce qui donne :

N(t+dt)—N(t) = —pN(t)dt = Z—IZ = —BN(t)

b- B =nT =(2.101) x (2.1073%) = 4.10718s71

Cette valeur est du méme ordre de grandeur que la valeur expérimentale, ce qui valide le modéle de
Gamow.

- onaZ— —BN(t) = N(t) = Ny.e Bt

dt
_ —Btl/ _&
= N(tl/z)—No.e 2 = >

In2
=>—ﬂt1/2——1n2$ tl/Z—T
d- Onanztiet tl/z—l%z etf =nT
t1/2 . nlnZ nln2 In2
—_— = X = = = —
t, T g T T
In(22) = n(n2) - InT or T =a-2
n{*)=In(n nTor InT=a-—7
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La loi de demi vie obtenue précédemment indique qu’elle est proportionnelle a 75 cequi est prouvé

expérimentalement, les isotopes a vie courte émettent des particules alpha plus énergétiques que les
isotopes a vie longue.

Energie des alpha (MeV)

Energies et longs temps de vie des alpha

Loi Geiger-Nuttall

La loi de Geiger-Nuttall est une loi semi-empirique qui exprime la durée de vie (demi-vie) de
I'’émetteur alpha en termes d’énergie de la particule alpha libérée. En d’autres termes, il déclare
gue les isotopes a courte durée de vie émettent des particules alpha plus énergétiques que celles a
longue durée de vie. Cette régle a été formulée par Hans Geiger et John Mitchell Nuttall en 1911
avant le développement de la formulation théorique.
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