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Correction   TD mécanique quantique

Exercice 2 : Effet Tunnel  

1- La résolution de l’équation de Schrödinger indépendante du temps dans les trois régions donne : 

 Région I : 𝜑𝐼(𝑥) = 𝐴𝐼𝑒𝑖𝑘𝑥 + 𝐵𝐼𝑒−𝑖𝑘𝑥   , 𝐴𝐼  et 𝐵𝐼 ∈ ℂ 

 Région II : 𝜑𝐼𝐼(𝑥) = 𝐴𝐼𝐼𝑒𝑞𝑥 + 𝐵𝐼𝐼𝑒−𝑞𝑥   , 𝐴𝐼𝐼  et 𝐵𝐼𝐼 ∈ ℂ 

 Région III : 𝜑𝐼𝐼𝐼(𝑥) = 𝐴𝐼𝐼𝐼𝑒𝑖𝑘𝑥, 𝐴𝐼𝐼𝐼 ∈ ℂ 
 

2- Les fonctions d’onde ainsi que leurs dérivées premières par rapport à 𝑥 sont continues en 𝑥 = 0 et 𝑥 =

𝑎  ⇒ 
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 
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 
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La condition supplémentaire qui  permet d’établir une cinquième condition est la condition de 
normalisation de la fonction d’onde. 

3-    𝑗(𝑥, 𝑡) =
ℏ𝑘⃗⃗

𝑚
|𝜓(𝑥, 𝑡)|2 ⇒    𝑗𝑖⃗⃗⃗ (𝑥, 𝑡) =

ℏ𝑘⃗⃗

𝑚
|𝐴𝐼|2, 𝑗𝑟⃗⃗ ⃗(𝑥, 𝑡) = −

ℏ𝑘⃗⃗

𝑚
|𝐵𝐼|2, 𝑗𝑡⃗⃗⃗(𝑥, 𝑡) =

ℏ𝑘⃗⃗

𝑚
|𝐴𝐼𝐼𝐼|2 

 

⇒ 𝑅 =
‖𝑗𝑟⃗⃗ ⃗⃗ (𝑥,𝑡)‖

‖𝑗𝑖⃗⃗⃗ ⃗(𝑥,𝑡)‖
= |

𝐵𝐼

𝐴𝐼
|

2
 ; 𝑇 =

‖𝑗𝑡⃗⃗⃗⃗ (𝑥,𝑡)‖

‖𝑗𝑖⃗⃗⃗ ⃗(𝑥,𝑡)‖
= |

𝐴𝐼𝐼𝐼

𝐴𝐼
|

2
 

 R : représente la probabilité de réflexion de la particule sur la barrière. 

 T : représente la probabilité de transmission de la particule à travers la barrière de potentiel ou 

probabilité pour que la particule franchisse la barrière. 

 On doit avoir 𝑅 + 𝑇 = 1  , puisque la particule doit être quelque part dans l’espace (soit réfléchie soit 

transmise) et  la somme des probabilités = 1. 

4- On a 𝑇 =
1

1+
𝑉0

2

4𝐸(𝑉0−𝐸)
𝑠ℎ2(

√2𝑚(𝑉0−𝐸)𝑎

ℏ
)
 

Avec 𝑉0 = 2 𝑒𝑉, 𝑎 = 0.1𝑛𝑚 

 Pour un électron,  𝐸 = 1 𝑒𝑉, 𝑚𝑒 = 9,11 10−31𝑘𝑔 ⇒ 𝑇 = 0,78   

 Pour un proton,  𝐸 = 1 𝑒𝑉, 𝑚𝑝 = 2000𝑚𝑒 ⇒ 𝑇 ≃ 10−19  

Commentaire : Pour l’électron  la probabilité de franchir la barrière atomique est de~80% . Donc 

l’électron est délocalisé dans l’atome et peut franchir la barrière de potentiel atomique alors que  

dans les mêmes conditions, un proton a une probabilité 𝑇 ≃ 10−19. Cette probabilité est très faible à 

cause de l’effet de masse. Autrement dit, un proton ou un noyau occupent un site bien déterminé 

(figé) dans un atome ou une molécule. 

5-  

a- Une barrière est dite épaisse si 𝑎 ≫ 𝛿 or 𝛿 =
1

𝑞
⇒ 𝑞𝑎 ≫ 1 ⇒ 𝑠ℎ2(𝑞𝑎) = (

𝑒𝑞𝑎−𝑒−𝑞𝑎

2
)

2

≃
𝑒2𝑞𝑎

4
≫ 1 

D’autre part (𝑉0 − 𝐸) > 0 𝑒𝑡 (𝑉0 − 2𝐸)2 ≥ 0 ⇒ 𝑉0
2 + 4𝐸2 − 4𝐸𝑉0 ≥ 0  

⇒ 𝑉0
2 ≥ 4𝐸(𝑉0 − 𝐸)  ⇒

𝑉0
2

4𝐸(𝑉0 − 𝐸)
≥ 1 
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⇒ 𝑇 =
1

1+
𝑉0

2

4𝐸(𝑉0−𝐸)
𝑠ℎ2(𝑞𝑎)

≃
1

𝑉0
2

4𝐸(𝑉0−𝐸)
×

𝑒2𝑞𝑎

4

 

𝑇 ≃
16𝐸(𝑉0 − 𝐸)

𝑉0
2  𝑒−2𝑞𝑎 = 𝑇0. 𝑒−2𝑞𝑎  

b- 𝑇0(𝐸) = 
16𝐸(𝑉0−𝐸)

𝑉0
2 =

16(𝐸𝑉0−𝐸2)

𝑉0
2   

𝑑𝑇0

𝑑𝐸
=

16

𝑉0
2

(𝑉0 − 2𝐸) = 0 ⟹ 𝐸 =
𝑉0

2
 

𝑇0 (𝐸 =
𝑉0

2
) =

16 (
𝑉0
2

𝑉0 − (
𝑉0
2

)2)

𝑉0
2 = 4 

𝑇0(𝐸 = 0) = 0 et 𝑇0(𝐸 = 𝑉0) = 0 

 

 Discussion des cas limites : 

 Pour 𝑬 = 𝟎  on a 𝑇0 = 0 donc 𝑇 = 0 : la particule ne franchit pas la barrière puisqu’elle est immobile 

(𝐸 = 𝐸𝑐  𝑝𝑢𝑖𝑠𝑞𝑢𝑒 𝐸𝑝 = 0) . 

 Pour 𝑬 = 𝑽𝟎 on obtient 𝑇0 = 0 ceci parait paradoxal ! (on s’attend à ce que  𝑇 ↗

quand E se rapproche de 𝑉0 ). En effet l’approximation de la barrière épaisse n’est plus valable car 𝑞 =

0 ⟹ 𝑞𝑎 = 0 et on n’a plus 𝑞𝑎 ≫ 1, mais en revenant à l’expression initiale de T, on trouve 𝑇 ⟶1 et c’est 

normal la particule passe avec une probabilité proche de 1. 

 〈𝑇0〉 =
1

𝑉0
∫ 𝑇0(𝐸)𝑑𝐸 =

1

𝑉0
∫ (

16𝐸

𝑉0
−

16𝐸2

𝑉0
2 ) 𝑑𝐸 =

1

𝑉0
[

16𝐸2

2𝑉0
−

16𝐸3

3𝑉0
2 ]

0

𝑉0

=
8

3

𝑉0

0

𝑉0

0
 

c- on a 𝑇 =  𝑇0. 𝑒−2𝑞𝑎 ⟶ ln 𝑇 = ln 𝑇0 − 2qa ≈ ln〈𝑇0〉 − 2𝑞𝑎 

𝑜𝑟 ln〈𝑇0〉 = ln (
8

3
) = 0,98 ≈ 1 

ln 𝑇 ≈ 1 − 2𝑞𝑎       or 𝑞𝑎 ≫ 1 ⟶  ln 𝑇 ≈ −2𝑞𝑎  

 

Radioactivité α 
6-   

a- 𝜑(𝑟) vérifie l’équation  
𝑑2𝜑(𝑟)

𝑑𝑟2 +
2𝑚(𝐸+𝑉0)

ℏ2 𝜑(𝑟) = 0 ⟶ 𝜑(𝑟) = 𝐴𝑒𝑖𝑘𝑟 + 𝐵𝑒−𝑖𝑘𝑟  (ou bien 𝜑(𝑟) =

 𝐷𝑠𝑖𝑛(𝑘𝑟) + 𝐷′𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑟))  

avec 𝑘2 =
2𝑚(𝐸+𝑉0)

ℏ2  

or  𝜑(0) = 0 = 𝐴 + 𝐵 ⟹ 𝐵 = −𝐴 ⟶ 𝜑(𝑟) = 𝐴𝑒𝑖𝑘𝑟 − 𝐴𝑒−𝑖𝑘𝑟 ⟶ 𝜑(𝑟) = 𝐷𝑠𝑖𝑛(𝑘𝑟)  

(ou  bien 𝜑(0) = 0 = 𝐷′ ⟶  𝜑(𝑟) = 𝐷𝑠𝑖𝑛(𝑘𝑟) ) 

Pour chercher D on utilise la condition de normalisation : 

∫ |𝜑(𝑟)|2𝑑𝑟 = 1
𝑟0

0

⟶ 𝐷2 ∫ 𝑠𝑖𝑛2(𝑘𝑟)𝑑𝑟 = 1 ⇒
𝐷2𝑟0

2
= 1 ⟶ 𝐷 = √

2

𝑟0

𝑟0

0

 

⟹  𝜑(𝑟) = √
2

𝑟0
𝑠𝑖𝑛(𝑘𝑟)  

b- 𝜑(𝑟0) = 0 ⟹  𝑠𝑖𝑛(𝑘𝑟0) = 0 ⟹ 𝑘𝑛𝑟0 = 𝑛𝜋 ⟹ 𝑘𝑛 =
𝑛𝜋

𝑟0
 ; 𝑛 ∈ ℕ∗ 
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Or 𝑘𝑛
2 =

2𝑚(𝐸𝑛+𝑉0)

ℏ2  ⟹ 𝐸𝑛 =
ℏ2𝑛2𝜋2

2𝑚𝑟0
2 − 𝑉0  

Commentaire: L’énergie de la particule est quantifiée, la résultat est prévisible puisque la particule est 

confinée dans le puits. 

7-   

a- La particule α, d’énergie 𝐸 > 0 peut franchir la barrière entre A et B  par effet tunnel. 

 

b- Au point A,  𝑉(𝑟0) = 𝑉𝑚𝑎𝑥 =
𝐾

4𝜋𝜀0𝑟0
=

(2𝑒)(𝑍−2)𝑒

4𝜋𝜀0𝑟0
=

2(𝑍−2)𝑒2

4𝜋𝜀0𝑟0
 

 

 

𝑉𝑚𝑎𝑥 =
2(92−2)(1,6 10−19)2

4𝜋𝜀0×3,5 10−15 = 74,25 𝑀𝑒𝑉 (Pour trouver le résultat en Mev on divise par (1,6 10−19 ×

106) 

c- Au point B , 𝑉(𝑟1) = 𝐸 ⟹ 𝑟1 =
𝐾

4𝜋𝜀0𝐸
= 6,5 10−14𝑚  

8-   

a- Entre 𝑟 et +𝑑𝑟 , le potentiel peut être approximé par une barrière 

de potentiel rectangulaire d’épaisseur 𝑑𝑟 et de hauteur 𝑉(𝑟). La 

probabilité pour que la particule traverse cette  barrière 

correspond à la probabilité 𝑇(𝑟) d’être arrivée en 𝑟 multipliée par 

la probabilité de franchir la barrière rectangulaire d’épaisseur 𝑑𝑟 

 ⟹  𝑇(𝑟 + 𝑑𝑟) =  𝑇(𝑟). 𝑒−2𝑞𝑑𝑟  (Par analogie avec   𝑇 =

 𝑇0 . 𝑒−2𝑞𝑎)  

 

⟹ ln 𝑇(𝑟 + 𝑑𝑟) = ln  𝑇(𝑟) − 2𝑞𝑑𝑟  

b- ln 𝑇(𝑟 + 𝑑𝑟) − ln  𝑇(𝑟) = − 2𝑞𝑑𝑟 ⟹
𝑑𝑙𝑛𝑇

𝑑𝑟
= −2𝑞  

Or  𝑞 = √
2𝑚𝛼(𝑉(𝑟)−𝐸)

ℏ2 =
1

ℏ
√2𝑚𝛼 (

𝐾

4𝜋𝜀0𝑟
− 𝐸) 

⟹
𝑑𝑙𝑛𝑇

𝑑𝑟
= −

2

ℏ
√2𝑚𝛼 (

𝐾

4𝜋𝜀0𝑟
− 𝐸) 

En intégrant sur toute la barrière (de 𝑟0à 𝑟1) 

ln 𝑇 = −
2

ℏ
∫ √2𝑚𝛼 (

𝐾

4𝜋𝜀0𝑟
− 𝐸) 𝑑𝑟

𝑟1

𝑟0

 

c- On a 𝑟1 =
𝐾

4𝜋𝜀0𝐸
⟹  ln 𝑇 = −

2

ℏ
∫ √2𝑚𝛼𝐸 (

𝐾

4𝜋𝜀0𝑟𝐸
− 1) 𝑑𝑟

𝑟1

𝑟0
= −

2

ℏ
∫ √2𝑚𝛼𝐸 (

𝑟1

𝑟
− 1) 𝑑𝑟

𝑟1

𝑟0
 

 

= −
2

ℏ
√2𝑚𝛼𝐸 ∫ √(

𝑟1

𝑟
− 1) 𝑑𝑟 = −

2

ℏ
√2𝑚𝛼𝐸

𝑟1

𝑟0

𝑟1 (
𝜋

2
− 2√

𝑟0

𝑟1
) 
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Or 𝑟1 =
𝐾

4𝜋𝜀0𝐸
⟹ 

ln 𝑇 =
2

ℏ
√(

2𝑚𝛼𝐾𝑟0

𝜋𝜀0
) −

𝐾√2𝑚𝛼

4𝜀0ℏ

1

√𝐸
= 𝑎 −

𝑏

√𝐸
 

𝒍𝒐𝒊 𝒅𝒆 𝑮𝒂𝒎𝒐𝒘 

 

Avec    𝑎 =
2

ℏ
√(

2𝑚𝛼𝐾𝑟0

𝜋𝜀0
)     et 𝑏 =

𝐾√2𝑚𝛼

4𝜀0ℏ
       

9-   

a- 𝐸 = 𝐸𝑐 + 𝐸𝑝 ≃  𝐸𝑐 =
1

2
𝑚𝛼𝑣2 ⟹ 𝑣 = √

2𝐸

𝑚𝛼
 

𝐴. 𝑁   𝑣 = √
2×4×1,6× 10−19×106

6,64×10−27 = 1,38 107𝑚. 𝑠−1 ≈

107𝑚. 𝑠−1 

b- la distance séparant deux rebonds successifs est 2𝑟0 ⟹ 𝑡𝑚 =
2𝑟0

𝑣
 

⟹ 𝑡𝑚 =
2𝑟0

√
2𝐸
𝑚𝛼

= 𝑟0√
2𝑚𝛼

𝐸
 

Le nombre de rebonds par unité de temps est 𝑛 =
1

𝑡𝑚
 

𝑛 =
1

𝑟0
√

𝐸

2𝑚𝛼
                 A.N  ∶ 𝑛 ≃ 2. 1021𝑠−1 

c- Pendant  une seconde la particule effectue 𝑛 rebonds sur la barrière de potentiel,  à chaque rebond 

elle a une probabilité 𝑇 de quitter le noyau. Donc pendant une seconde elle a une probabilité 𝑛𝑇 (car 

elle effectue n rebonds par seconde), d’où la probabilité par unité de temps d’émettre une particule α 

est  𝛽 = 𝑛𝑇 . 

10-   

a- Le nombre de désintégration par seconde pour un noyau est 𝛽. Donc le nombre de noyaux 

𝑁(𝑡) diminue de 𝛽𝑁(𝑡)𝑑𝑡  pendant une durée 𝑑𝑡 ce qui donne : 

 𝑁(𝑡 + 𝑑𝑡) − 𝑁(𝑡) = −𝛽𝑁(𝑡)𝑑𝑡 ⟹
𝑑𝑁

𝑑𝑡
= −𝛽𝑁(𝑡)  

b- 𝛽 = 𝑛𝑇 = (2. 1021) × (2. 10−39) = 4. 10−18𝑠−1 

Cette valeur est du même ordre de grandeur que la valeur expérimentale, ce qui valide le modèle de 

Gamow. 

c- On a 
𝑑𝑁

𝑑𝑡
= −𝛽𝑁(𝑡) ⟹ 𝑁(𝑡) = 𝑁0. 𝑒−𝛽𝑡 

⟹  𝑁 (𝑡1
2⁄ ) = 𝑁0. 𝑒

−𝛽𝑡1
2⁄ =

𝑁0

2
 

 

 ⟹ −𝛽𝑡1
2⁄ = − ln 2 ⟹ 𝑡1

2⁄ =
ln 2

𝛽
 

d- On a 𝑛 =
1

𝑡𝑚
 et  𝑡1

2⁄ =
ln 2

𝛽
   et 𝛽 = 𝑛𝑇 

𝑡1
2⁄

𝑡𝑚
= 𝑛 × 𝑡1

2⁄ =
𝑛 ln 2

𝛽
=

𝑛 ln 2

𝑛𝑇
=

ln 2

𝑇
 

ln (
𝑡1

2⁄

𝑡𝑚
) = ln(ln 2) − ln 𝑇  or     ln 𝑇 = 𝑎 −

𝑏

√𝐸
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ln (
𝑡1

2⁄

𝑡𝑚
) = ln(ln 2) − 𝑎 +

𝑏

√𝐸
 

La loi de demi vie obtenue précédemment indique qu’elle est proportionnelle à 
1

√𝐸
 , ce qui est prouvé 

expérimentalement,  les isotopes à vie courte émettent des particules alpha plus  énergétiques que les 

isotopes à vie longue. 

 
  

Loi Geiger-Nuttall 

La loi de Geiger-Nuttall est une loi semi-empirique qui exprime la durée de vie (demi-vie) de 
l’émetteur alpha en termes d’énergie de la particule alpha libérée. En d’autres termes, il déclare 
que les isotopes à courte durée de vie émettent des particules alpha plus énergétiques que celles à 
longue durée de vie. Cette règle a été formulée par Hans Geiger et John Mitchell Nuttall en 1911 
avant le développement de la formulation théorique. 

 


