Résumé : Aspect ondulatoire de la mécanique quantique

I- Dualité onde — corpuscule

A tout systéme matériel, décrit classiquement comme une particule, on peut associer une onde et
réciproquement.

Les parametres dynamiques du systéme (énergie E et quantité de mouvement p) sont liés aux
parameétres ondulatoires (fréquence v et longueur d’'onde A) par :

v Larelation de Planck-Einstein :

v' larelation de L. De Broglie: |p = % = hk

Avec h: constante de Planck, h = 6,62.1073%].s
h= %z constante de Planck réduite.

ll-  Fonction d’onde et équation de Schrédinger

1- Fonction d’onde

v/ L’état du systéme quantique est décrit par une fonction d’onde ¥ (x, t), fonction complexe de
carré sommable.

v' la probabilité élémentaire de présence de la particule, a I'instant t dans I'intervalle de longueur
dx est donnée par la relation suivante :

dP(x,t) = P(x, t). Y*(x,t)dx = |[YP(x, t)|?dx
4 |p(x, t) = |Y(x, t)|2| : la densité de probabilité de présence.

v' la probabilité que le systéme se trouve a I'instant t quelque part dans 'espace (ici sur I’axe (0x))

s’écrit fjozo dP=1= fjozolzl)(x, t)|?dx = 1|: relation de normalisation.

2- Equation de Schrodinger a une dimension
L’équation décrivant I’évolution dans I'espace et dans le temps de la fonction d’onde d’une particule
guantique est due a Schrodinger :

. 0YP(x,b) h? 3%y (x,t)
p et VLY

ot  2m 9x? + Ep(x, 0).9(x, 1)

3- Etats stationnaires de I’équation de Schrédinger
.E
vV E(xt) =V(x) = Yk, t) = ¢x). f(t) avec|f(t) = e 't
2
= lp()|* = p(x)

E
= p(x,0) = [P(x, O = [p(). e~

= p(x) ne dépend pas du temps

n? d?¢(x)

om a2z T V(x).¢p(x) = E.p(x)

C’est I’équation de Schrodinger indépendante du temps

v ¢(x) vérifiel'équation : —

lll- La particule libre (V=0)
1- Solutions
d’¢(x) , 2mE

dx? + h2

¢(x) =0

v' I’équation de Schrédinger indépendante du temps donne:
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v Onpose k? = 22E = ¢(x) = Aet®™ + Be=** = (x,t) = Aei(kx-wD) 4 Be-ilkx+wd)

h U

Onde progressive Onde régressive

On choisit une particule libre qui provient de (—o) — B = 0 (pas d’onde réfléchie)

v’ vérifions la condition de normalisation:
p(x) =Y(x, 0> =|A1>=>P = f::ollp(x, t)|?dx = +00 = Cette solution n’est pas
normalisable : ne représente pas un état physique.
= paquet d’onde : une superposition de plusieurs OPPH (états stationnaire libres) de vecteurs

d’ondes k variant au voisinage d’une valeur moyenne ky: ¥(x,t) = \/%_nf_)r;o g(k)e~i@t=kx) g

Ax et Ak satisfont a la relation de Fourier Ax.Ak =1 = |[Ax.Ap = h

C’est I'inégalité de Heisenberg spatiale (a) | [

On ne peut pas avoir simultanément autant de
précision que I'on veut sur la position d’un systéeme et

sur son impulsion. (b) Y LV { \
(siAx N ,Ap 7) "
(c) T
2- densité de courant de probabilité X, X k

hk
Pour une particule libre (OPPH) ona: |j(x,t) = o [W(x, )12 = p(x, t).V

V- Etats stationnaires d’une particule dans des potentiels constants par morceau
1- Solutions

d?¢(x) , 2m(E-V)

+ p(x) =0

dx? h?
i i —i 2m(E-V)
v SIE>V = ¢(x) = Ae™™ + Be™**  AetB €C; k? = T——

vV SIE<V = ¢(x) =A'e?™ + B'e79* , A'etB’ € C, ou g = —k?
2- conditions aux limites

v’ Sila discontinuité est finie, alors la fonction d’onde ¢(x = x;) et sa dérivée premiére

d . .
_¢) sont continues en ce point.
X=Xg

Ona

dx
v’ Sila discontinuité du potentiel est infinie, seule la fonction ¢(x = x,) est continue.

AFix)

Discontinuité

Région | Région I

Xo
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3- puits de potentiel co

V(x) = {

Opour0<x<a
oo ailleurs I'( '{)

= Y(x,t) est nulle en dehors du puits /
i i 2mE w ’/?/ //(/
E>WV=0)=¢kx)=A4e*™ + Be ** ouA,BE€ Cetk = = Vi //4’//(//}‘{,
v i,

v¢p(0)=0=4+B=B=-4= ¢(x) = 2idsin(kx) W

v ¢(a) =0 = 2idsin(ka) = ka = nmt

2mE, nm E n’?n?h?
= —_—— = —_—
n h2 a " 2ma?

f+°°|¢(x)|2dx =J;)a|¢(x)|2dx =1= |[¢p(x) = gsin (?)

Conclusion: si la particule est confinée, les niveaux d’énergie sont quantifiées.

'

4- Barriere de potentiel et effet tunnel V)

<x<
V(x)z{VopourO_x_a V,
0 ailleurs

v i) = Ae¥ 4B A Bie €, k2 =20E @ © ® E

V' $a(x) = Are”+Bye?¥ ; Ay, By C, q* = M(;z/—g_E)

Vo $3(x) = Aze ¥ A3 € C 0

— _ hk — hk — _ hk o a
Ji = el Agl 7 = =0t B | et i = | As|®
T = :'lef:: et R = % on trouve R + T = 1: conservation du courant de probabilité.

Dans la région @, « classiquement interdite », on trouve une onde évanescente dont I'amplitude

h

décroit exponentiellement avec x et caractérisée par une longueur de pénétration § = N
=

Si § = a, la probabilité de retrouver le systéme de I'autre c6té de la barriére n’est pas nulle : C’est
I'effet tunnel .

V- Combinaison linéaire de deux états stationnaires
Considérons un systéme dans un puits de potentiel infini de largeur a. Les états stationnaires de ce
systeme sont décrits par :

Pn(x) = \/% sin (?)

L’équation de Schrodinger étant linéaire = on peut construire un état par la superposition des 2
premiers états stationnaires (par exemple) = Y = ay; + [,
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avec P, (x,t) = Py ()e i1t et Py (x,t) = Py (x)e®2t @, = %et w, = %
1 _i 1 _i 1 —i(e—
Ylx,6) = Hd1 (e rte 2y (W)e™ 2= ety (x) + ¢y (x)e T (2]
Calculons la densité de probabilité de présence :
1
px,t) = > (112 + |2 +‘2¢1-¢2 cos(w; — wq) t]

|
Terme d’interférences

)

. A 2 h - .
La variation de p(x, t) est T périodique avec T = w—n = EE = la superposition de deux états
21 2761
stationnaires n’est pas stationnaire (en général).
4
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