Centre d’inertie d’une sphére pleine

Forme de la matrice
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Exercice 2

Une poulie a gorge circulaire a pour axe ‘

de révolution (O,7). La figure représente

une coupe dans le plan (O, Z,y). Calculer

Y,
le volume de cette poulie en fonction des //////A

données géométriques.

%%

FIGURE 2 — Poulie a gorge
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Exercice 3 (Volant d’inertie)

Un volant d’inertie est un systeéme rotatif permettant le stockage et la restitution d’énergie
cinétique. Il est constitué d'une masse (disque, anneau, cylindre, ...) fixée sur un arbre et
entrainée en rotation par 'action d'un couple. Une fois lancée, la masse continue a tourner,
meme s’il n y a plus d’action. L’énergie est alors stockée dans le volant d’inertie sous forme

d’énergie cinétique elle pourra ensuite étre restituée.



On représente dans la figure 3 un volant d’inertie en acier de masse volumique p . Il est constitué :
— d’une couronne circulaire a base carrée (coté 2c) et de rayon extérieur R, = 10.c, de
hauteur h = 2¢
— d’un moyeu central de rayon R,, = ¢ de hauteur h = 2c,
— de trois bras a 120" de section carrée (coté c).

Le plan (O, 7, 2) est un plan de symétrie matérielle pour le voulant.

Les bras sont modélisés par des parallélépipedes tangents a la couronne et au moyeu.

e = 10c 1

=i
-

v\

7 Tc

FI1GURE 4 — Bras Bl

Ficurk 3 — Voulant d’inertie



1) Déterminer en fonction de p et ¢ 'expression du moment d’inertie Ipy du moyeu autour
de 'axe de rotation (O, Z).

I, = my Rz,
2
R, =c
my = prR:h = pr2c3
Iy = pre®

2) Déterminer en fonction de p et ¢ lexpression du moment d’inertie I de la couronne

autour de ’axe de rotation (O, 7).

R, = 10c R — g
;=
me;h= ZC muh=2C
m,R2 m;R?
Io = 92 ° 12 L = pmc®(10* — 8%)

I = 5904pmc®




zéme méthode IC = f (Zz -+ y2 )dm = j rzdm
PE(S) PE(S)

dm = pdV = prdrd6dx

10c 2T c 1
I = pf r3drf def dx = p—R*2mH
8 0 —c 4
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I = 5904pmc®




3) Chaque bras est modélisé par un parallélépipede (on néglige les raccords entre le moyeu
et le bras et la couronne) de dimension (¢, 7¢, ¢), a chaque bras, on associe un repere local,
(O, %,9;, Z;), U1, 21 pour le bras (B1).

Déterminer en fonction de p et ¢ I'expression du moment d’inertie Ig; du bras Bl par

rapport a 'axe (G, Z) . Gpy est le centre d’inertie du bras B1.

Ip1 = f (y? +z? )dm
PeE(S)

= f y2dm + f z>dm
PE(S) PE(S)

dm = pdV = pdxdydz

7¢/2 7c/2
Iz, —j dxj y2dy dz+f dxf f
—c/2 7¢c/2 —-c/2 —c/2 7¢/2 —c/2
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4) Déterminer en fonction de p et ¢ 'expression du moment d’inertie I du volant autour de

'axe de rotation (O, 7).

By

R, = 10c

I=IM+IC+3IB

Ip = I(bras1/(0,%)

350 5
Ip = I(brasl/(GBl,p'c’) = HPC

N 7\ . 9 .
0Gg, = (c +§C)y1 = Ecyl

9 \2
Ip = Ipy + mpq (EC)

2051
Iz = 1 pc

mpy = p7c’

5

I =18722pc®




5) A.N. ¢ = 5cm ,p = 7800kg/m?>.

I = 45,63 kg m?

6) Déterminer la masse M du volant d’inertie .
M=M,, + M, + 3Mp
M,, = 2pncd = 6,13 Kg

M. = 2pmc3(10%2 — 8%) = 220,54 Kg

M = 247Kg

Mg = 7pc® = 7,83 Kg

7) Déterminer la masse du disque d’épaisseur 2¢ ayant le méme moment d’inertie. Conclure.

e e mR?
Moment d’inertie d’un disque | = — = 45,63 kg m?
m = pT[ZCRZ [ = 45,63 = pr[(;R4 =>R=044m
La masse de disque est : m =473Kg

Conclusion: On constate que pour un encombrement quasi-identique
(R=0,44 m et Re = 0,5 m) la masse est presque doublée

Le moment d’inertie d’un solide est d’autant plus important que la masse est éloignée de
I’axe



Rappel Cinématique

Soit (S) un solide en mouvement par rapport a un repere R.

ﬁ(s/R) est le vecteur rotation du solide (S) par rapport au repére R.

Pour calculer la vitesse et I’accélération d’un point M du solide (S) par rapport a
un repere R on peut utiliser trois méthodes:

Dérivation:
., doM
V(M/R) . dt .
_ AViyyry
Yau/r) = = g4
R

Cinématique:

I7(1\//1!?) = V(M/R) 7 3 ﬁ(S/R)AW
VMetN € (S)

. s do — — —
Yv/R) =Ym/r) T ;i/R) ’ "MN + Qs/ry(L2(s/r)"MN)



Décomposition du mouvement:
On considére deux référentiels : R = (0, 7 f,E ) référentiel absolu et N'= (0', ! ,j : K ) référentiel relatif.

On est dans le cas le plus général.
®
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e Le point M a pour coordonnées (x, y, z) dans le référentiel R d’origine O : OM = xi + yj + zk .

Z
/ Vo = D, + Uy
Va Vr Ve

a,(M) =a,(M) +a.(M) +a,(M)

dﬂ(R,/R) "W+5 ' ".(3 ' "T +2.(3 ' "‘_/) :
r'/r) (g /5y 0'M) &' /&) “VimsrY

R
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Exercice :

Soient R(0,i.j .k )un référentiel absolu munide la base (i .j .k et R,(0,7 %, k) le
référentiel relatif dont I'origine O, est en mouvement rectiligne sur I'axe (0z). On donne

00, = atk ol a estune constante positivet est le temps.

Enplus R,tourne autour de I'axe(0z) avec une vitesse angulaire constante  , telle que
@,(R,/R) = w k (w, = 6). Dans le plan horizontal (0, % , 1, ); une tige (T) tourne autour de
Vaxe (0,z) avec une vitesse angulaire constante « .telque ¢ = w,t= (5 ,,5 ,,)

ol ¢ , est le vecteur unitaire porté par la tige (T).

Un point M est assujetti a se déplacer sur la tige (T). Il est repéré par 0,M = p ¢ ,ou %%, ;)est
une base mobiledans R,

NB : Toutes les expressions vectorielles doivent étre exprimées
dans la base (¢ =

1°-Déterminer V ,(M) |e vecteur vitesse relative de M
2°-Déterminer V_(M) le vecteur vitesse d’entrainement de M
3°-Déduire v, (m) levecteur vitesseabsolue de M

4°-Déterminer M) e vecteur accélération relative de M
5°.Déterminer a.(M) |e vecteur accélération d’entrainement de N
6°-Déterminer a_(M) le vecteur accélération de Coriolis de M
7°-Déduire a, (M) le vecteur accélération absolue de M




Le vecteur vitesse relative de M s’écrit:

_ dOM ¢
i -2 G
dt |g, dt |r,
dp de,
T dt F dt
- de, do
Poe TR ae dt
=pe,+p@e,
Y = W

-

V,(M) =pe,+p we,




Le vecteur vitesse d’entrainement de M s’écrit:

V.(M) =V (0,) + @(Ry/R) AOM

P d00, N
V. M) = +w, AOM
dt +
o
datk S g €
- o +w,kApe,

V.(M) = a; +w,p éo

Le vecteur vitesse absolue de M est donc :

V.(M) = pé, +p w.é,

VoM) =V, (M) + V.(M) = pé, + pw,€, +ak + w,p €,

o



Le vecteur accélération relative de M s’écrit:

dav, M) | d(pe,+pge,)

a, (M) =
dt R‘ dt R1
dp_. dap dp . - d‘p_. dE‘P
Tl bl TR R AR TR R T
S = @ < : p & i . d—éwd‘l’
= pe, + O €, 1+ PPE, + B
PEp, T PP Ey TPP EYy, T PPEL, T PP do dt
=p3p+2p¢aw+p¢a¢_p¢zgp
=P -p @*)e, + (2p9 + pP)e, ..
[N » b

dt

wy =@ = cte

a,(M) = (p - pwi)e, +2pw, €,




Le vecteur accélération d’entrainement de M s’écrit:

a,.(M)

d*00,| do(Ry/R) . __ ——
= dtz‘k d:/ AOM + @(Ry/R) A (@(Ry/R) AOM)

- dzool‘ dle

4 ApDE.+ wik A(w k ADE
FTE MEPTER U o
dak o = Toa o >
=7+pm]k Ak Aey) = poikne, = —pwi €,




Le vecteur accéleration de Coriolis de M s’écrit:

e

a.(M) =26(R/RAV, =20,AV, = 2w,k A (p€,+p w,€,)

a(M) = 2w,pe,—2pw, w, €,

Le vecteur accéléeration absolue de M est donc :

zia(”’) = Zir(&’) + ac(M) y a( (M)
.

=(p - p w3 )Ep +2pw; €, — pwi €,y +2w,p €y —2p W, 1 €,

= [p - p(w} + w3 + Zw,wg)]é'p +2p(w; + w2) €,

aa(M) = [p = p(wl T wZ)z ]—ép'*' zp(wl £ wZ) _écp

~N



