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Chapitre 3: Dynamique des systémes de solides

3.1 Principe fondamental de la dynamique

; : & . 4 ronore palilé ir tout sous-ensemble
Il existe au moins un repére noté Ry, appelé repére galiléen, beli e gt

, le torseur dynamique de (s) dans son mouvement par

matériel (s) d'un ensemble matériel (S)
ons mécaniques extéricures a (s).

rapport a R, soit égal au torseur des acti Ko ©F. exune eqotiee
{'D(-'/”v)}.r\ = {TC'“”)}A ewve 2 ’L‘D‘%&—Awi . §E~s~n
(< s_p_\\au?\u. bav:\ g
Notons (3) extéricure de (s). X et i A ?\

a la terre constitue une

);m“\ < SQ_,O: .

Remarque : Pour la plupart des mécanismes étudiés, un repere lié

trés bonne approximation d’un repere galiléen.

3.2 Théorémes généraux de la dynamique

Soit (s) un ensemble matériel de masse m et de centre de masse G en mouvement par

rapport & un repére galiléen Ry. On définit au point A le torseur dynamique et le torseur

d’actions mécaniques suivants :

m¥ (G/R,) R(E—5s)
Ds i = y \TG—=s =
{Perma}, - {ra-a}, T 5 8

3.2.1 Théoréme de la résultante dynamique

Pour tout sous-ensemble matériel (s) d'un ensemble matériel (S), en mouvement par rapport
4 un repere galiléen Ry, la résultante dynamique de (s) dans son mouvement par rapport & R,

est égal 4 la résultante du torseur des actions mécaniques extérieures a (s).

m7 (G/Ry) = R (5= o)

3.2.2 Théoréme du moment dynamique

Pour tout sous-ensemble matériel (s) d’un ensemble matériel (S ), en mouvement par rapport

a un repére galiléen R,, le moment dynamique de (s) dans son mouvement par rapport a R,
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:ques extérieures A (s) calculé
X scaniques exterleure
tout point A, est égal au moment du torseur des actions mecanq
en tout point A, est égal au

au point A. —
54 (s/Rg) = Ma (5= 9)

3.3 Théoréme des actions mutuelles

; s-ensembles matériels (5,) et
On considére un ensemble matériel (S) compose de deux sou ( )

(S2) en mouvement par rapport & un repere galiléen g
Le principe fondamental de la dynamique appliqué & (S1) dans son mouvement par rapport &

R, est donné par :

{D(sl/Rg)}A = {T(E_,Sl)}lq = {T(-S'_'Sl)},! + {T(Sg—isl)}A

Le principe fondamental de la dynamique appliqué a (S;) dans son mouvement par rapport a

Ry est donné par :

{Psumg}, = {T(Ezﬂsl)} W {T(E-»sz) }A + {51080 ) ¥

Le principe fondamental de la dynamique appliqué & (S) dans son mouvement par rapport a

Ry est défini par :

(P}, = {750}, ’t{f(ﬁﬂsl)},; +{res),

Comme :

{D(S/Rg)} s {D(slmg)} AT {D(Sa/Rg)} A
On obtient alors -

{T(Sl“)SZ)}A i {T(Sz—rsl)}A = {0}

|
Théoréme : 'action mécanique d’un sous-ensemble matériel (5] ) sur un sous-ensemble matériel

(S2) est opposée & laction mécanique de (S3) sur (Sy) :

{rsissn}, = ~{remsn,

3.4 Equation du mouvement

Soit un ensemble matériel (S) dont la position par rapport 4 un repére galiléen dépend des
parametres de mouvement noté ¢;(t) avec (i = 1,..,7n).

icati : ; it & écrire deux équations
L’application qy principe fondamental de la dynamique & (S) conduit a écr q

. IPEIS
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CHAPITRE 3. DYNAMIQUE DES SYSTEMES DLy duuiarar —

Exemple d’un probléme du type 1 : Barriére de parking

: t de longueur L en
Une barri¢re de parking est modélisée par une barre (1) de masse ™ €

o : ar un couple
liaison pivot d’axe (O, %) par rapport au bati (0). Elle est entrainée en rotation p

p—Y
C, elle est aussi soumise a 'action de la pesanteur.

L
_}

Appliquer le principe fondamental de la dynamique a la barre (1) dans son mouvement par

rapport au bati (0). Déduire I’équation du mouvement et les actions mécaniques de liaison au

point O. ,
BNe T e

Réponse :

o Seur cloermaltus. e

.A.c_g.u.o\‘ge.;% e G”°)

.ti.\m.&m.

. .'E.\,\ ‘h!\)&..: ................
R = N \‘ “‘:—?%o ........................
X _nv]"-'a.'i\ei.e.‘_.z-. ___m;, J_.L.JSL
,.ﬁ._m%.eﬁhﬁ -ﬁ.mpi
. t
fr -QKL ® =-c ._Q?’M
MSI
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Exemple d’un probleme du type 2 : L’axe Y d’une machine outil

- . 2 . ) T 'action d’'une force
Le coulisseau de masse 1 est entrainé en translation suivant I’axe 7/ sous 'z

? fournie par I’actionneur pour obtenir I'accélération souhaitée.

Coulisseau (C)
ANZ
: A ;
N 1 (C) —
F | d
N 9 |------ >
'%4
(0)

Appliquer le principe fondamental de la, dynamique au coulisseau dans son mouvement par

rapport au repere R. Déduire ’expression de la force I
Application numérique : Déterminer la valeur de la force fournie par le moteur linéaire pour
une masse de coulisseau de 50 Kg et une accélération de 10 m/s?.

Réponse :

‘ e -
® LC\DL.:....‘.\.‘:_Qb...?..ﬁ....J...C.'.:.k(;.)x(6 ...................................
X ........... o
))'Cto -—\;c.)kx..-.%..o...\r-—{... %ﬁm £ %ng ..............................
Z N 3
........... - __)\mg
)} Ckgﬂcﬁ\bgg .......... C‘%lg .......... %Ckr—ﬁa)kal\vgx
............................. TR ey °.0
LTz __kbqg..,%.% ....... 7.‘.“.“.‘2,*??.% .....................................
Lt Y .
RERe o NS
.................. 2 .—-M%.;—‘-\Q----......................................................
------------------- -\m\ﬁ5.\\__~a
- = IPEIS
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3.5 Cas particulier de la statique

i —— du principe fon-
L’application du principe fondamental de la dynamique se raméne a celle P
: tériel (S), dans son
damental de la statique, lorsque le torseur dynamique de ’ensemble matériel (S)

mouvement par rapport au repére galiléen , est nul.

{T(E—)s)}A = {O}
Ce torseur est nul dans les cas suivants :

— l'ensemble matériel (S) est en ¢quilibre statique (au repos) par rapport a A,

— la masse et les effets d’inertic de Pensemble matériel (S) sont supposés négligeables,

— Pensemble matérie] (S) est animé d’un mouvement de translation rectiligne uniforme par

rapport au repére galiléen R. . En effet
g 9

V(IPeS/R)=cté = 7(pPe S/R)=0 = {Dism,} = {0}

— l’ensemble matériel (S) est un solide dynamiquement équilibré (équilibrage dynamique),

animé d’un mouvement de rotation uniforme par rapport au repére galiléen Ity

MSI 32 IPEIS
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3.6 Equilibrage dynamique

La rotation d'un solide (S) appelé rotor (roue de vehicule, vilebrequin de moteur, rotor

d’hélicoptere, . . -) Par rapport a un bati (So)

appelé stator, & une vitesse angulaire treg élevée
et accélération angulaire variable, provoque des vibrations. Ces dernieres peuvent entrainer
une détérioration rapide des paliers et avoir des conséquences graves sur le com

portement deg
mécanismes.

Afin de minimiser oy d’éviter ces vibrations, on équilibre dynamiquement (S)

Par rapport & ()
c’est-a-dire rendre les composantes

mécaniques au niveau de la liaison Pivot aussi constantes

que possible.

3.6.1 Modélisation

Soit un bati (So) auquel est lié e repére galiléen Ry (O, %o, 5o, Z). Un solide (S), de masse
inertie G, a une liaison pivot sans frottement, d’axe (O, z,
Soit un repere R(O, £y, 7, £) lié au solide (S)
R(O, 7, 7).

On pose :

m et de centre d’ ) avec le bati (So).

» tel que le centre d’inertie @ se trouve dans le plan

OC =y +47; 0 = (70,7) = (. 9

la matrice d’inertie du solide (S) au point O, dans la base (Zo, ¥, 2) est donnée par la forme

générale suivante -

A —-F —-E
[lo()=| -F B -D
-E —-D C©C

(50,17:':')
L’action mécanique dans 1a laison pivot, du béti (Sp) sur le solide (S5), est représentée au point

O, dans la base (Zo, 7, Z) , par le torseur :

{‘T (SO — S)}O =

’ -es actions mécaniques provenant de divers systémes
En plus, le solide (S) est soumis a d’autres a

Ces actions sont définies an point O, dans la base du
(. B ). Ces a
mateériels réunis dans I’ensemble ().

" ) IPEIS
) 3
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repére R, par le torseur d’action mécanique :
{r(E—=8)}o=

shi ¢ eri t constitué de la route
Remarque : Dans le cas d’une roue de véhicule, le systéme matériel es s

de la pesanteur, de I’arbre de transmission, ...

Appliquant le principe fondamental de la dynamique au solide (S), dans son mouvement par
rapport au bati (Sp) :
{'D(S/SO)}O = {T (@s)} o
On obtient les deux relations vectorielles suivantes -
— Théoréme de la résultante dynamique :
m7 (G/S) =R (S 8) =R (5= §)+ R (S — S)
— Théoréme du moment dynamique :
5o (/%) = g (5 ) = 33 (S, > 5) + Mg (£ = 5)
Calculons le vecteur accélération et le moment dynamique :

_ dV (G/Sy)
7 (6/0) = 2LE/5)

So
—)
dt 5
Avec :
A -F —E 0
_)
56 (S/S0) = Io (S)] 61 (S/S)=|-F B _p 0
-E -D (¢ 9
(T0,7,2) (Z0,7.,2)
On obtient -
56 (S/S) =
D’ou :
_)
do (S/S0) =

D’ot les six équations scalaires déduites du principe fondamental :

............ — (1) 5 ey 8 e et e (4)

............ — (3) e = (6)

On remarque que les actions mécaniques au niveau de la liaison pivot dépendent de la vitesse

angulaire 6 et de I’accélération angulaire 6.
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3.6.2 Conditions d’équilibrage dynamique

Pour éviter les vibrations engendrées par le mouvement de rotation du solide (:5) par rapport
au bati (Sp), il faut rendre I’action mécanique dans la liaison pivot aussi constante que possible,
en particulier, indépendante de la position, de la vitesse et de ’accélération angulaire du solide
(S) par rapport au bati (Sp).

Pour cela, il suffit d’annuler les effets d’inertie représentés (au signe prés) par le comportement
du torseur dynamique du mouvement du solide (S) par rapport au bati (So)-

D’ou les conditions d’équilibrage dynamique :

» Equilibrage statique : le centre d’inertie G du solide (S) se trouve sur ’axe de rotation,

(b = 0 dans I'exemple).

e L’axe de rotation est un axe principal d’inertie,(E = F = 0 dans 'exemple)

3.6.3 Realisation pratique de ’équilibrage

Pour réaliser I’équilibrage dynamique d’un solide, il faut ramener le centre d’inertie sur
I'axe de rotation et rendre cet axe principal d’inertie. Pour la réalisation pratique de ces deux
conditions, il suffit de fixer deux masselottes au solide (par exemple roue de véhicule) ou a
enlever de la matiére du solide en deux endroits (roue de train, vilebrequin de moteur). Dans
ce dernier cas, I'étude est faite avec des masselottes de masses négatives.

On obtient un systéme matériel (S') constitué du solide (S) et de deux masselottes (1) et (2)

b

assimilables a des points matériels :
— masselotte my placer au point P (z1,yi, z1),
— masselotte my placer au point P, (z2, ya, 22),
Le systeme matériel (S’) est de masse (M = m+m, +ms,), de centre de masse G’ et de produit

d’inertie E’ et I relatifs a I'axe (O, Zj). Pour que (S’) soit dynamiquement équilibré il faut

assurer ces deux conditions :
— Equilibrage statique : G’ € (O, %)

— Equilibrage dynamique : il faut en plus que 'axe de rotation est un axe principal d'inertie :

F=F=0

....................

. IPEIS
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| On dispose quatre relations avec 8 inconnus (m1, 71, y1, z1) pour la masselotte (1) et (my, xy, y,, %) X
pour la masselotte (2).

Pour résoudre le probleme, il faut fixer quatre parametres.

3.6.4 Application : Roue de véhicule

L’équilibrage des roues de véhicule est une opération bien connue dans le monde de l'auto-
mobile. En effet les pneus n’ont jamais une répartition des masses parfaite (un c6té du pneu
est toujours plus lourd que Iautre), malgré le degré de précision tres important des fabricants.
L’opération d’équilibrage consiste & placer des contrepoids dans les jantes. Les masselottes sont

fixées sur le bord de la jante, une de chaque caté de la roue.

masselotte

|
Ny

y
ma ~AR_ %

FIGURE 3.1 — Equilibrage d’une roue

En coordonné polaire, on a Pi(r1,01,71) et Pa(rq, 0, z3). Avec :

yp =r11cos6; , z =rysinb,

Yz = 72 COS 92 , 22 =Tg8in 92

On impose alors les valeurs de 1,5 et 7,79

-----------------------------------------------------------------------
................

.........................................................................

Reste & déterminer les quatre inconnues mg, my, 0y ct Oa.
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4.3 Rendement
Dans la plupart deg problémes, une partie de la puissance fournit au systéme est perdue
dans le mécanisme. Cette puissance perdue est appelée puissance dissipée.
Pe=P5+Pdiss.

Le rendement du mécanisme, noté 7, est donné par :

Puissance . .__> Puissancede
Systéme :
d’entrée :> y \\_,] sortie
Puissance
dissipée

FIGURE 4.3 — Bilan énergétique

P
n:F = Pdi.ss:Pc(]—_T’)

Remarque : La puissance des efforts intérieurs est une puissance dissipée.

4.4 Travail d’une force

Le travail d’une force est 1’énergie fournie & un systéme pour le déplacer d’un état initial a

un état final. Le travail effectué par une force extérieure sur un solide est défini par :

Ly
W (ext - S/R) = /; P (ext — S/R)dt

Exemple : Travail d’un ressort

Le Travail d’ un ressort de compression de raideur k est donné par :

zy
W= / (—kz)dz = %k (xf - :L?)

4.5 Energie potentielle

La variation de I'énergie potentielle d’un solide (S) associé A une action mécanique extérieure

est égale a ’'opposé du travail fourni par cette action :

dF

5 =
r (ext—5/1Ity)

—dW(ezts/m,)

MSI 39 IPEIS
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. 0}
iée al’ un ressort
associée a I’action d

Exemple 1 : Energie potentielle

l’action d'un ressort :

Ezemple : Energie potentielle associée a

= lk: z* + cte
EP (r'esnaﬂ.—bS/R) 2

: i levé
I’énergie accumulée par une charge de poids P sou

EP—'_—‘P.h
s) |

{l
Lol
®) ! |

FIGURE 4.4 — Action de pesanteur

l’énergie potentielle d’un Uhélico de 10 tonnes situé d une altitude de 100 m est égal & 10

MJ
Ep = 100000N . 100m = 10M J

4.6 Théoréme de I’énergie cinétique

Le théoréme de I’énergie cinétique appliqué a un solide (ou 4 un ensemble matériel), en mou-
vement par rapport a un repere galiléen, permet d’aboutir & une relation scalaire entre les actions
mécaniques appliquées au solide (ou & 'ensemble matériel) et les parameétres cinématiques. Le
théoréme de I'énergie cinétique, noté TEC, peut, dans certains cas, conduire seul et de maniére

plus rapide que le PFD & I’équation du mouvement. Dans d’autres cas, 'utilisation du PFD

reste nécessaire.

N v IPEIS
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4.6.1 Théoréme de I’énergie cinétique pour un solide

Soit (S) un solide en mouvement par rapport 4 un repére galiléen I,

Théoréme 3. La dérivée, par rapport & l'instant t, de I’énergie cinétique galiléenne d’un solide
(S) est égale A 1a puissance galiléenne des actions mécaniques extérieures a (S).

2 [Bo(/R;)) = P (8 - S/R,)

Ce théoréme est la traduction énergétique du PFD.

4.6.2 Théoréme de ’énergie cinétique pour un ensemble de solides

Soit () un ensemble composé de n solides (S;) avec (i = 1,n) en mouvement par rapport

a un repere galiléen R,.

Théoréme 4. La dérivée, par rapport a linstant t, de 1’énergie cinétique galiléenne d’un
systeme de solide (X) est égale 4 la somme entre la puissance galiléenne des actions mécaniques

extérieures et la puissance des efforts mécaniques intérieures au systéme (3).

d
a [EC(Z/RQ)] = Port+ Fing
Avec :

¢ st la puissance des actions mécaniques extérieurs
Py=P (%> T/R,)

— P, la puissance des efforts intérieurs

4.7 Energie mécanique

L’énergiec mécanique s’exprime comme la somme de Iénergie cinétique et des énergies po-

tentielles du systeme :
E,.(S/R) = Ec(S/R) + E.(S— S/R)
L’énergie mécanique est conservée en absence d’action non conservative (frottement)
E.(S/R) = Cte
Cette relation s’appelle Intégrale Premiére de V'énergie cinétique.

— L'unité de I'énergie est le kilowatt-heure ou le Joule (1kWh = 3,6 10%7)
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