Chapitre 1: Géométrie des masses

1.1 Masse d’un systéme matériel

La masse, notée m (unité kg), est une grandeur scalaire positive associée & un systéme
matériel (S). En mécanique classique, cette masse est représentative de la quantité de matiere
contenue dans le systéme matériel.

— Pour un systéme discret composé de n solides (S;) de masse m; :
v
m=Z.m\

=t
— Pour une distribution de masse continue, la masse totale de (S) se calcule simplement en

transformant la sommation discréte en intégrale :

=.)..Amm.
Pes
dm : masse élémentaire d’un élément de maticre de (S) :

— dm = pdV si la distribution est volumique de masse volumique p (unité kg/ m3),

— dm = 0dS§ si la distribution est surfacique de masse surfacique o (unité kg/m?),

— dm = Adl si la distribution est linéique de masse linéique X (unité kg/m).
Remarque : Pour un solide homogéne, la masse volumique, surfacique et linéique sont

des constantes :

m=pV ; m=0S ; m=AL

1.2 Centre d’inertie ou centre de masse

1.2.1 Définitions
Le centre d’inertie d’un systéme matériel (S) de masse m est le point G défini par :
0G = i \ P S

Ou O est un point quelconque de I’espace

Cette expression est équivalente 4 :
Y
\ %mﬁ =S
PeS

1



CHAPITRE 1. GEOMETRIE DES MASSES

& de n solides (S;), (i = 1...n), de masse \

S), de masse m, est compos
est donné par :

Si le systéme matériel (
G;, le centre d'inertie G de (5)

m; et de centre d’inertie

i ; 4 des masses m; de chacun des
Le point G n'est autre que le barycentre des points G; affectés d i

solides (5;).

1.2.2 Propriétés

e Si le systéme matériel (S) est indéformable, le point G est unique €t fixe par rapport a

A s N
tout repére qui lui est attaché. Ce repére est appelé repére du centre d’inertie.

e Si le systéme matériel (S) admet un élément de symétrie matérielle (centre, axe, plan),

son centre d'inertie appartient & cet élément.
N.B : On dit qu’il ya symétrie matérielle s’il ya simultanément symétrie géométrique et

symétrie de répartition de la masse volumigue (ou surfacique ou linéique).

1.2.3 Applications

a) Centre d’inertie d’un plateau circulaire
Un plateau circulaire homogene (S) de masse m est modélisé par un disque de centre O, de
rayon R, d’épaisseur négligeable et percé d'un trou de centre A et de rayon r.

Déterminer la position du centre d’inertie G du plateau.

On e anv?o.&t. e \Qc-.\-:cu-\ %\ .................

...............
............
----------------------------

-——\ A
O = 4= B4
FIGURE 1.1 - Plateau circulaire
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ITRE 1. GEOMETRIE DES MASSES MSI

9: . . .
b) Centre d’inertie d’un secteur circulaire d’une couronne

/ Déterminer le centre d’inertie du secteur circulaire d’angle 2o d'une couroxgg’ppmogéne de

' o ),
rayon intérieur R; et de rayon extérieur R.. L
C&.= N %053 R
0 Oves ;
B MEINE hdaw . Vv, lox) oy %6 =

...... y,g.:..-—%.&&..‘.‘.} AS

...... .

e 53 rf.«a‘r.é .= .Sc.’\saﬁ.. R..?.N.e.\v. :oh\vf;—
A i
Yo - A . «, .
....&-.w.m.,.}g‘x.%r..f:&e.é.& ...........
= .Qasmaa...\\.?si:k?) .................
A Re? N 3

| BRENE L o
1.3 Théorémes de Guldin

1.3.1 Premier théoréme : centre d’inertie d’une courbe matérielle

plane (simple)

Considérons une courbe (C) de longueur L contenue dans le plan (0, 7,
laxe (O, 2).

Z) qui ne coupe pas

La position du centre d’inertie G de la

courbe C est donnée par la relation :
ot \ s

....................

.............................................

(&N FIGURE 1.3 — ler théoréme de Guldin

1
2 = — 2rz,dl
mre L Jpes o

s
Avec S correspond 3 1a définition mathématique de I’aire de la surface (S) engendrée par la
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CHAPITRE 1. GEOMETRIE DES MASSES

rotation de la courbe (C) autour de I'axe (O, 2).

Théoreéme 1. L’aire de la surface (S) engendrée par la rotation d'une courbe matérielle
plane autour d’un axe de son plan et qui ne le coupe pas est égale au produit de la

longueur L de la courbe (C) par le périmétre du cercle décrit par son centre d’inertie G.

S =2rzcL
:( T‘\Fl
< 1 e
Exemple ) B
) i - AY
— Centre d’inertie d’'un demi-cercle de rayon R T P2
o (C)
...... Qo AWL x(,_.....- G e loR). L L ov).mre  deSppnihee
....... LR, S g R X
2
........:.').s(.g,_.a..[.'\.Ir.\.'....;..-3‘1._ ..............................
2WxTR w
....................................................................... L:"V'R

1.3.2 Deuxiéme théoréme : centre d’inertie d’une

surface matérielle plane

Considérons une surface (%) d’aire S contenue dans le plan (O, Z, Z) qui ne coupe pas 'axe

(Ora ALZ
La position du centre d’inertie G de '
la surface (X)est donnée par la rela-
tion :
-—_—
............ SR 3\3 3.8
3
E?\&st‘&\-.cn )*s\».\o»..u ..... (o‘f\ E“Z;Dth\\.
xc,.:..._\._..% ....... XpehSe oo
e N RES
t&\;\m ):J;;—Au,»:& mm\;gg;,
i AN on SMen): FIGURE 1.4 — 2éme théoréme de Guldin
1
2mx =—f/ 21z,dS
¢~ 5 ) pes i
|4

Avec V' correspond 4 la définition mathématique du volume engendrée par la rotation de la

surface (L) autour de I'axe (0, D).
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(’;h:oreme 2. Le volume engendré par une surface plane tournant autour d’un axe de

son plan, ne la traversant Pas, est égal au produit de I’air de la surface par la longueur

du périmétre du cercle décrit par son centre d’inertie.

V = 2rzgS

Exemple

— Centre d’inertie d’un demi-disque de rayon R

. Qa}fﬁ \ sk Nme g e e Sﬁwc,%dv.-. =G e \Dr—’;‘\ """
............... X, ;._\l.-
________ N BRI BV R i e s v e o SR
3
....... =) N 3“/3‘#?‘3.—.%
ATW 2L '
o
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1.4 Moment d’inertie - Matrice d’inertie

La difficulté de mettre un solide en mouvement ne dépend pas seule-

ment de la masse m. Dans le cas d'un mouvement de translation la massc

suffit, mais pour des mouvements plus complexes, la répartition de cette masse sur le solide

doit étre retenue.
inertie et le produit d’inertie, caractérisent cette

2y 2 . b
Deux quantités scalaires : le moment d

z .. . i stac davpri K g.m? et nous allons détailler
répartition autour d’un axe. Ces deux quantites s'expr iment en KA ¢g a

leurs propriétés.

1.4.1 Moment d’inertie d’un solide par rapport a un axe

N bl 2 3 AT »l
Par définilion, le moment d’inertie par rapport a un axe (A) d’'un point matériel (P) de

masse m, situé 4 une distance r de cet axe est :

I(P/A) = . £ Sow

Pour un solide qui est constitué d’une infinité de points matériels, le moment d’incrtic du solide

(S) par rapport & l'axe (A) est obtenu par une intégration :

Soient % le vecteur directeur de 'axe (A) et O son origine.

Notons P un point quelconque de (S) et H le pied de la
Hl ()

perpendiculaire abaissée de P sur (A) tel que : “P—ﬁ " =7,

On remarque que :

Hu/\ﬁ’” = \\\.»-\\\\0?\\ S (R hb..::..\\’?\-\\\ 5 /’

Le moment d’inertie du solide (S) par rapport a 'axe (A) est égal i :

1(S/4) = / (ﬂ' A O7J)2(11n, = / ('E/\ E)—Ig) ("7/\ a—ﬁ) dm

(PCS) (PES)

= B \\n\\\fim Roo '"'S LR Ao )™
PCS —
;& e AoP) <A
PeS

C )
e qui fait apparaitre 'opé alcm d’mu tie de solide (

MSI IPEIS
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CHAPITRE 1. GEOMETRIE pEs MASSES S

1.4.2 Opérateur d’inertie

ODéT . T . PN - lincaire qui a tout vecteur
L'opératew d'inertic d'un solide (S). enun point O, est Fopcérateur lincaire qui a to

i de Tespace veetoriel faiy correspondre le vectenr :

Jo(S, i) = OP A (i A OF)dm
Pres
Cel opératenr est linéaire, en effet. V(petNe ), Vi, o) ona:

7o (S, i + A7) = M AL Na X SEASR)

1.4.3 Matrice d’inertic

L’opérateur d'inertic est linéaire.

En effet Vi tel que : & = af + Ay+497

i — — = _ "3 -~
Jo (S, @) = Jo (S, af + 3§ + vE) = 0(3;’(,5,3‘) -\'%.S?. U.,q ) "r\é Jo \.SI%)

On peut écrire 'opérateur sous la forme matriciclle suivante -

J?) (S,%) = [Io (9)] .a

[Zo (S)] s’appelle la matrice d'inertic au point O du solide (S), relativement i la base (Z, 7, )

)

s’obtient en disposant en colonnes les composantes des vecteurs transformés des vecteurs de la

base par I'opérateur d’inertie.

9 = N FuS03) 5 TASE) :XEG"%D
Déterminons la premiére colonne de la matrico -

JO (S,2) / 0B A (:1: A 073 dm = ‘B Lx *5‘34\%—’:}5\ A\ i)

(Pes) Pes
= B\\B .k%?-} Arm . .-q‘B;o&. ‘:km%_B A c\f\-l\'%\ -

De méme :

33(5,7)=— / yrdm 2 + / (3;2+z2)dm?— / yzdm Z

(Pes) (Pg8) ) . (P€eS)

= ‘

Jo(5,7)=- / zxdm 2 — / zydm §+ / (1132'*‘@/2) dm?
(PeS) (PeS) (Pes)

MSI IPEIS

~1



CHAPITRE 1. GIEOMETRILE DES MNASSES

La matrice est donce :

I w425 dm - | wydm = T w4
(PES"’ (PGH) (l'é.q') £ (/lll
Io(S)]=1{ — [ aydm T (*+ 22 din - [ -
[0 (5)] (PEs) (PEs) ) (1,,6/5.) Yz dimn,
- | zrzdm - [ yzdm T (22 42
(P<s) (Pcs) (PiS) @2+ 37) ]
(Z.7.9)
Les composantes de 1a matrice d’inertie sont notées par :
A —F —B ]II —Ia:y '—]1-::
Io (S))=| — — ;
o ()] F B -D @ |~y Ly =L,
~E ~D @ ~I,, -
(7.9 I.LZ ]yz Izz Ei3)

Expression du moment d’inertie d’un solide (S) par rapport 4 un axe A

L’expression du moment d’inertie du solide (S) par rapport A un axe A(O, 1) est donnée par -

=
Isja = 1.J5 (S, @) =

~

Moments d’inertie d*un solide (S) par rapport aux axes d’un repére R(O, z, 7, 2)

— Moment d’inertie du solide (S) par rapport a 'axe (0,%)

— Moment d’inertie du solide (S) par rapport, & 'axe (O, 7)
[5/(0_17) =. Q) ; .:.jajob :B K?'.—k".)b*‘.-.
— Moment d’inertie du solide (S) par rapport a l'axe (O, 7)

]S/(O,;-) =.5. =% '.bwa = &‘AL-\\,&.

Produits d’inertie d’un solide (S) par rapport au plans d’un repére R(O, 7,7, %)

— Produit d'inertie du solide (S) par rapport aux plan (O, 7, %)
D = [yz = / y:d’n
(PES)

. < . - ’\ . -1 < - a (), Ll?, E‘)
— Produit d’inertie du solide (S) par rapport aux plan ( .

I — / rzdm
o, B2 xrz
(res)

e . . + aux nlan (0. 7. 9)
— Produit. d'igertie du solide (S) par rapport aux plan (

F ] ~ / If]‘l”‘
= [y
(12 €S)
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CHAPITRE 1. GEOMETRIE DES MASSES

MSI
\
1.5 DBase principale d’inertie

P . - - 2 e RN - ] i - i
Une base orthonormeée directe (@, y. 2) est appelée base principale d’inertie ]m.«.qne la malriee

d’inertie cst diagonale.

A0 0
0 0 C

— Les axes (0, 1), (O, Y) et (O, 7) sont appelés axes principaux d’inertic.

— Les trois moments d’inertie A, B et ¢ sont appelés moments principaux d’inertie,

1.6 Symétrie matérielle d’un solide

Pour avoir la matrice d’inertie la plus simple, on commence par choisir le point et orientor

la base en tenant compte des éléments de symétrie matérielle,

1.6.1 Plan de symétrie matérielle

Si un solide posstde un plan de symétrie matérielle, alors tout axe perpendiculaire & ce plan

esl principal d’inertie.
— (O, Z,7) est un plan de symétric alors D = E = (.
— (O, ,2) est un plan de symeétrie alors D = =
— (0,7, 2) est un plan de symétrie alors F = F = (.

Remarque : S'il existe au moins deux plans de symétric alors D = E = F = ¢

1.6.2  Axe de symétrie matérielle

Siun solide posséde un axe de symétrie matérielle alors cet axe est principal d'inertie
— (0O, %) est un axe de symétrie alors E = F = 0.
— (O, %) est un axe de symétrie alors D = F = (.
— (O, ) est. un axe de symétrie alors D = F = ().

ik i 2 tl‘AL\’UH I
. i &a . . 3. 2 et l'\‘rh“ qul e
Rfﬁlllal'qlle : I\'\'Hll[ d(,‘HX i1X ¢ ]"'“"fl])i‘l\l:\' d mertie, le troisieme ey

triedre orthogonal,

IPEIS
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CHAPITRE 1. GEOMETRIE DES MASSES Lt

1.6.3 Axe de symeétrie de révolution

7 S v . § R LRI i Nassc, alors
Siun svstéme admet un axe de symétrie de révolution pour sa distribution de 1
tout triedre orthogonal incluant. cet axe de révolution est principal d’inertic

La matrice d’inertie cst diagonale, il cst de forme cyvlindrique g-a—d :

— si (O, 2) est un axe de symétrie de révolution alors A = B :

A 0 0
To(S)=|0 A 0
00 C

— si (O, T) est un axe de symétrie de révolution alors :
B=C

— sl (0, %) est un axe de symétrie de révolution alors :
A=C

: Si i . axe ¢trie matéri e révolution alors la
Remarque : Si un solide (S) admet deux axes de symétrie matérielle d

matrice d’inertie est de type sphérique :

A 0 0
lo(S)]=]0 4 0
0 0 A

1.7 Théoréeme de Huygens

L’objectif de ce théoréme est de changer le point de la matrice. On considére un solide S de

masse m , de centre de masse G et de matrice d'inertie centrale

A¢ —-Fg —Eg
le(S)=| -F, B; -Deg

—Ee¢ -Dg  Co (£7.2)

On cherche & déterminer 1a, matrice d’inertic au point O tel que O?‘ = 26T + Yc¥ t+ 262
VP e Sonab?zzf-i—yﬂ'-i—zé’et CTI§:x1f+y1ﬂ'+Zl.5-
Soit, ;
e =
OP = OC +GP

IPEIS
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CHAPITRE 1. GEOMETRIE DES MASSES R Ml
On obtient :
T =1t
y=yc+un
z=2zc T2
Cherchons le moment d’inertic de (S) par rapport a laxe (O, )
— - 5 \ %~ AR-
O el
hr i, c 9 s R | A 2% 32"
- o _ Am A\ N At A
)

Par définition :

Ao B am hadoand).

Par conséquence : -

2 2
De mén]e, nous obtenons :

Bop =Bc+m (1% + zé)

Co = Co +m (7% +v3)

Cherchons ensuite la relation entre les produits d’inerties du solide (S) au point O et G :

Do = /yzdm = / (11 + ye) (21 + zg)dm

= /ylzldm + myczc + ygf yldm + zG/ z1dm

[y1z1dm = Dg et [yrdm = [z1dm =0

Par conséquence :

DO = DG + mlyczc

De méme, nous obtenons :

Ep = Eg + mxgze

Fo = Fg + mzgyc

MSI 11 IPEIS
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CHAPITRE 1. GEOMETRIE DES MASSIES

MSE

; 2o s . . Yo, olide (S) aux points
Le théoréme de Tuygens établit 1a relation entre los matrices d’inertie du solide () ans p

O ct G (centre Ainertie du solide) daus la inée base B. 11 g’¢erit

1o (8)]5 = I ()] + o (G)lp

avee
(va® + 2¢*) —xeye —SgRE
[lo (G)];; =m —raye (w67 + 267 =HF=a
2
—Tg2c —yazc (rc* +vc")

B

1.8 Changement de repere

) . . 5: T T, 21). O
Soit [Ip(S)], une matrice d’inertie du solide (S) au point O & une base Bi(Z1,71,21). On

. = o 5 , ion entre la base B; et B est :
souhaite calculer la matrice dans la base By (%, iz, 22). La relation entre la base By .

—
[«

Ty = Cllfl + 01371 +cz2;

N

= apZ) + b7 + caZi

)

Il

azz) + b3t + c32

On appelle [Pg,_,5,] la matrice de passage de la base B; 4 la base B, :

a; a9 Qas

[PB]_—}BZ]: bl b2 b3
Ci Cz C3

La matrice d’inertie du solide S au point O dans la, base B, peut étre calculé par :

[Zo (S)]p, = [PB,~8.) " o (8)) 5, [PB1o2)

Remarque : Pour les bases orthonormées directes on 2 :

[Ps,—p,]" = [PJJ,-eﬁz]T
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