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Partie B - Mécanique des solides indéformables : Mécanisme
de transfert parallele

B.1 Présentation

L'étude mécanique porte sur le systéeme de transfert des rotules a la sortie de la chaine de
montage. Ce systeme est composé, comme l'illustre la figure 6, d"un moteur d’entrainement,
d’une manivelle (1) et de deux coulisseaux (2) et (3). L’ensemble est monté sur un bati suf-
fisamment rigide pour réduire les vibrations induites par le mouvement rotatif alterné de
la manivelle. Ledit mécanisme permet de transformer une rotation périodique alternée im-
posée par un moteur en une translation circulaire alternée de la pince de préhension de la
rotule & évacuer.
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Manivelle (D

(en mouvement alterné)

préhension

FIGURE 6 - Le systeme de transfert

Les figures 7.a et 7.b présentent respectivement les schémas cinématiques réduits 3D et 2D
du mécanisme, associé au systéme de transfert, proposé a 1'étude.

7o A T
|
|
|
|
|

a - Schématisation dans l'espace (3D) b - Schématisation plane (2D)

FIGURE 7 - Schéma cinématique du mécanisme de transfert

B.2 Reperes, parametres et données

Le mécanisme, proposé a 1’étude, est constitué des solides suivants :
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— Le bati (0) auquel est lié le repere R (O, ¥o, o, Z0). Ce repere est considéré galiléen
ayant pour axe vertical ascendant (O, #p).

— La manivelle (1) est en liaison pivot d’axe (O,Zp) avec le bati (0). Elle est entrai-
née en rotation grace au moteur (M) (voir figure 6). Le repére qui lui est associ¢ est

R1(0, %1,¥1,Z0) avec 8 = (%o, X1) = (Yo, ¥1)-
— Le coulisseau (2) est en liaison pivot d’axe (A, Zp) avec la manivelle (1), il est aussi

en liaison glissiere d'axe (B, 7o) avec le coulisseau (3). Sa translation par rapport au
coulisseau (3) est paramétrée par A. R (A, Xo, o, Zo) est le repére qui lui est associé.

— Le coulisseau (3) est en liaison glissiere d’axe (C Xo) avec le bati (0). Sa translation
par rapport a (0) est paramétrée par p. R3(C, %o, o, Zo) est le repére qui lui est associé.
Chacun des centres A, B et C des liaisons définies précédemment, décrit une trajectoire si-
tuée dans un plan parallele a (O, %, 7). Cela permet de modéliser le systeme proposé a
I'étude par un mécanisme plan en considérant les parametres et les données géométriques
présentés par les relations vectorielles suivantes :

571):14551;lﬁ:aﬁo;53=ﬂfo—dﬁo;5§=/\ﬁo

Ot L, a et d sont des caractéristiques dimensionnelles (constantes). 6, A et 4 sont les para-
metres de position du mécanisme, dépendants du temps (variables de configuration).
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Partie B: Maécanique des Solides Indéformables

B.1 Etude Cihématique

L objectif de cette étude cinématique est d'exprimer les vitesses et les accélérations en translation des
coulisseaux (2) et (3) en fonction de la vitesse et de I'accélération angulaire a l'entrée du mécanisme
de transfert.

Déterminer les torseurs cinématiques des solides qui suivent dans leurs mouvements
par rapport au bati (0) :

a. le solide (1) au point A, I'exprimer dans la base By (¥1,¥1,2p), en fonction de L, 9 3

{0} 4 =1

\ A

b. le solide (2) au point A,_l’exprimer dans la base Bl (%1, 71, ZO)/ en fonctionde L, 8 : |

{7270} 4 = 1

{ A

c. le solide (3) au point C, 'exprimer dans la base By (X, Jo, Zo), en fonction de i :
Fo s et i e e e e e e

{7/3/0}C = 1§

\ E

Exprimer, dans la base By(%o, 7o, Zo), le vecteur position de A en fonction de d, p et A.
En déduire la vitesse de A appartenant au solide (2) dans son mouvement par rapport au

bati (0) en fonction de j et A
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Cﬁ - 7AEZ/O =

En déduire les expressions de jz et A en fonctionde L, f et 8 :

fi = A=

On se propose d’analyser 'effet de la périodicité de 6, sur le couple C,, développé par le mo-
teur, en considérant la figure B.1 illustrant approximativement la variation de ¢ en fonction
du temps ou T est sa période.

04\
R '
0 T/2 T "t

FIGURE B.1 - Evolution de l'angle de rotation 6 en fonction du temps

Déterminer, en fonction de ¢ et de la période T, les expressions de 6(t) correspondant
respectivement a la premiere demi-période (0 <t < T/ 2) etlaseconde (T/2 <t < T).

En déduire la vitesse 8 associée A la premiere demi-période (0 < t < T/2) et la seconde
(0 <t < T/2). Déduire que g est nulle sur une période.
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Erratum :
Veuillez considérer la figure ci-dessous a la place
de la figure B.2 de la page 6/19 du document réponses

v’ La manivelle (1) est représentée par le solide de la figure B.2.

FIGURE B.2 — Géométrie de la manivelle (1)
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B.2 Etude dynamique et énergétique

L'étude énergétique et dynamique vise 2 déterminer le couple développé par le moteur (M) ainsi que
les expressions analytiques des actions extérieures s'appliquant au systeme L. = {1,2,3}

B.2.1 Données et hypothéses

v
v

v

6(t) est périodique ( figure B.1) et 6 estnulle.

L'accélération de la pesanteur est définie par : § = —gijp avec g est une constante
positive. '

L’action du moteur (M) sur (1) est modélisée par le torseur couple :

{y(Moteur—ﬂ)}O = { Cmofo }
o]

Les masses des solides (1), (2) et (3) sont désignées respectivement par m; aveci=1, 2, 3.
Sachant que le coulisseau (2) intégre toutes les piéces qui lui sont solidaires y compris
le systéme de préhension (la masse de la rotule est négligée).

Les centres d’inertie G; de ces solides sont définis par les expressions vectorielles

suivantes : L
561 =§551; Xaz'—“*bﬁo; @3=6

ol b représente une constante dimensionnelle positive.

Toutes les liaisons sont supposées parfaites.

1l convient de retenir, pour ce probléeme plan, la notation représentant le torseur des

actions mécaniques qu’exerce un solide (i) sur un solide (j) au point Q "centre géo-

métrique de la liaison", exprimé dans la base By (X, io, Zo)

X ~ Y

{g(iﬁj)}Q =& g =
- Nij)y

La manivelle (1) est modélisée par le solide schématisé par la figure B.2.

FIGURE B.2 - Modélisation de la manivelle 1

Donner, apres justification, la forme de la matrice d’inertie de la manivelle (1) au point
G; dans la base B1 (¥, i1, Z)). Cette matrice sera notée [Ig, (1)].
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N.B. Dans la suite on notera par I, le moment d'inertie de (1) par rapport alaxe (Gy,Zo).

Déterminer les torseurs cinétiques et dynamiques des solides suivants dans leurs mou-
vements par rapport au bati (0) : '

a. Le solide (1) au point Gy ; I'exprimer dans la base B1(%1,71,Z0) en fonction de my, I, L6
et ses dérivées.

( }
{%1/0t6, = \
\ 2 gy
.
{D1/0}6, = ,
7 g

b. Le solide (2) au point G, ; I'exprimer dans la base B1(#1,71,Z0) en fonction de my, L, 6 et
ses dérivées.

T
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Gpte =

{Z2/0}6, = 9

c. Le solide (3) au point G3; ’exprimer dans la base By(%o, Jjo, Zo) en fonction de m3 , L, 6 et
ses dérivées.

{Groke, = 5 2

{93/0}63 N >

Déterminer l'expression de 1'énergie cinétique du systeme X = {1, 2,3} dans son mou-
vement par rapport au bati (0).
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E.(%/0) =

Compléter sur la figure B.3, l'inventaire des actions mécaniques extérieures appliquées
au systéme ¥ = {1,2,3}.

m—— (CtiON eXtérieure
<« actions mutuelles intérieures au systeme

Moteur_!__.;:leHg,

FIGURE B.3 - Diagramme des actions mécaniques

Ecrire les torseurs des actions extérieures et intérieures au systéme () en leur point
d’application respectif, en les exprimant dans la base By(¥o, o, Zo)-
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Déterminer les puissances développées par les actions mécaniques extérieures et in-
térieures s’exercant au systéme (X) dans son mouvement par rapport au bati (0).

‘@(2-»2/0) =

Qint (Z) =

Appliquer le théoréme de 1'énergie cinétique au systeme (X) dans son mouvement
par rapport au bati (0) pour déduire I'expression du couple Cp, _déyelppp_é par le moteur.
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Montrer que les extremums du couple C,, développé par le moteur sont solutions de

.. cos20  (my/2)+my gT?
I tion : ==
i 1_9n sinf  mz  4m°L

Ecrire les équations scalaires issues de l’application du théoréeme de la résultante

dynamique pour le systeme () et les projeter sur ¥ et i/ : |

Concours nationaux d’entrée aux cycles de formation d’ingénieurs

Session 2021

OPage: 11]19

(




Concours MP-PC  Epreuve S.T.A. Partie B: M.S.L Document Réponses

Ecrire 'équation scalaire issue de l'application du théoréme de la résultante dyna-
mique appliqué au solide (3) dans son mouvement par rapport a (0) en projection sur ¥ :

Ecrire 1'équation scalaire issue de 'application du théoreme du moment dynamique
i () e sun BoRvement ek BEpoia

en O appliqué au systéme |

Utiliser les réponses aux questions B.14, B.15 et B.16 pour déterminer les actions mé-
ues, engendrées par les liaisons, sur le systeme (X). - | B

caniq
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Partie B: Meécanique des Solides Indéformables

B.1 Etude Cinématique

L’objectif de cette étude cinématique est d’exprimer les vitesses et les accélérations en translation des
coulisseaux (2) et (3) en fonction de la vitesse et de I'accélération angulaire a l'entrée du mécanisme
de transfert.

Déterminer les torseurs cinématiques des solides qui suivent dans leurs mouvements
par rapport au bati (0) :

a. le solide (1) au point A, 'exprimer dans la base B1 (X1, 1,Zp), en fonction de L, 0:

.
=

020
{"/0ta =
Loy ) ,

b. le solide (2) au point A, I'exprimer dans la base B (X1, /1,Zp), en fonction de L, 0:

{72/0ta =

ngl A

c. le solide (3) au point C, ’exprimer dans la base By (X, o, Zo), en fonction de i :

{7/3/0}c =

. —

HXo ) ¢

Exprimer, dans la base By(Xo, /o, Zo), le vecteur position de A en fonction de d, p et A.
En déduire la vitesse de A appartenant au solide (2) dans son mouvement par rapport au

bati (0) en fonction de i et A
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OA = OC + CB + BA = ufo + (A +a — d)fo

d’ou 7(Aez/o) = j1Xo + Ao

OA = o + (A +a—d)jy 7(Aez/0) = o + Afjo

En déduire les expressions de ji et A en fonction de L, § et 0 :

L’égalité des deux expressions de 7( A€2/0) = Léij, = % + Afjo

Ainsi, par projection sur la base By (¥, ijo, Zo), on déduit :

];[:—Lésin() A= Lfcosh

On se propose d’analyser 1'effet de la périodicité de 6, sur le couple C;, développé par le mo-
teur, en considérant la figure B.1 illustrant approximativement la variation de 6 en fonction
du temps ot T est sa période.

04

7‘[’ ,,,,,,,,,,,,,,,

0 T/2 T t

FIGURE B.1 - Evolution de ’angle de rotation 6 en fonction du temps

Déterminer, en fonction de t et de la période T, les expressions de 6(t) correspondant
respectivement a la premiere demi-période (0 < t < T/2) etlaseconde (T/2 <t < T).

2
Premiére demi-période (0 <+ < T/2) : 0(t) = Tnt
t
Deuxiéme demi-période (T/2 <t<T) : 0(t)=2mr(1—- ?)

En déduire la vitesse § associée a la premiére demi-période (0 < t < T/2) etlaseconde
(T/2 < t < T). Déduire que 6 est nulle sur une période.
. 2

Premiere demi-période (0 <t < T/2) : 0(f) = Tn

. 2
Deuxiéme demi-période (T/2 <t<T) : 6(t)=— il

T/
sur une période () est constante donc 6 () = 0.
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B.2 Etude dynamique et énergétique

L’étude énergétique et dynamique vise a déterminer le couple développé par le moteur (M) ainsi que
les expressions analytiques des actions extérieures s’appliquant au systeme ¥ = {1,2,3}

B.2.1 Données et hypothéses

v 0(t) est périodique ( figure B.1) et § est nulle.

v L'accélération de la pesanteur est définie par : § = —gijp avec g est une constante
positive.

v L'action du moteur (M) sur (1) est modélisée par le torseur couple :

{y(Moteurﬁl)}o = { CO }
(0]

mZO
v Les masses des solides (1), (2) et (3) sont désignées respectivement par m; aveci=1, 2, 3.
Sachant que le coulisseau (2) intégre toutes les pieces qui lui sont solidaires y compris
le systeme de préhension (la masse de la rotule est négligée).
v' Les centres d’inertie G; de ces solides sont définis par les expressions vectorielles

suivantes : 7
(ﬁl = 5551; zﬁzz—bﬁo; C?326

ou b représente une constante dimensionnelle positive.

Toutes les liaisons sont supposées parfaites.

I1 convient de retenir, pour ce probléeme plan, la notation représentant le torseur des
actions mécaniques qu’exerce un solide (i) sur un solide (j) au point Q "centre géo-
métrique de la liaison", exprimé dans la base By (X, 1o, Zo)

ANEN

By

FIGURE B.2 — Géométrie de la manivelle 1

Donner, apres justification, la forme de la matrice d’inertie de la manivelle (1) au point
Gj dans la base B (¥, /1, Zo). Cette matrice sera notée [I, (1)].
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Iz 0 0
[Ig,(1)] =1 0 Igy 0 | car:
0 0 Ig.

(Gy, X1,91) est un plan de symétrie matérielle = (Gy,Z)) axe principal d’inertie
= Les produit d’inertie I, = I,; =0

(G, X1,Zp) est un plan de symétrie matérielle = (Gy, 1) axe principal d’inertie
= Les produit d’inertie I,y = I, = 0
N.B. Dans la suite on notera par I, le moment d’inertie de (1) par rapport a I'axe (G, Zp).
Déterminer les torseurs cinétiques et dynamiques des solides suivants dans leurs mou-

vements par rapport au bati (0) :
a. Le solide (1) au point Gy ; 'exprimer dans la base B (X1, /1,Zo) en fonction de my, I, L, 0

et ses dérivées.

L.
711159]/1
{(gl/O}G1 -
Izézo G]
L.2
— Ny 29 3_61
{Z10}c, =
0 Gy

b. Le solide (2) au point Gy ; 'exprimer dans la base B1 (X1, 1,Z0) en fonction de my, L, 6 et
ses dérivées.

7(Gz/o = 7Aez/0) = Lé?l

0c,(2/0) = 0 car Qz/o =
5 ddg, (2/0
5e,(2/0) = ( 22 ))
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TlQLé?l
{%20}6, =
0 G,
16’z
— maLb X1
{ZD20}c, =
0 Gy

c. Le solide (3) au point G3; I'exprimer dans la base By(Xo, ijo, Zo) en fonction de m3 , L, 6 et

ses dérivées.

{%3/0}(;3 _ mspixXy = —m3 L0 sin 6%,
0 o

ve -2 —

{@3/0}% _ m3jixXo = —mzL0 cos0Xy
0 &

Déterminer 1’expression de l'énergie cinétique du systeme X = {1, 2,3} dans son mou-

vement par rapport au bati (0).

E.(X/0) = E.(1/0) + E.(2/0) + E<(3/0) avec

1 1 12 .2
Ec(1/0) = > {"/0}6, {%1/0}6, = E(Iz +mlz)9
1 2 1 2D
EC(Z/O) = Emzv(cz/o) = EmZLZG
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1 P | D
Ei(3/0) = 517137(@3/0) = §m3L20 (sin 9)?

1.2 2 .
Ec(Z/0) = ;6 (Iz +m + myL? + m3L2(s1n9)2>

Compléter sur la figure B.3, I'inventaire des actions mécaniques extérieures appliquées
au systeme X = {1,2,3}.

m—  (CtION eXtéTiCUTE
<— actions mutuelles intérieures au systeme

Moteur

FIGURE B.3 — Diagramme des actions mécaniques

Ecrire les torseurs des actions extérieures et intérieures au systéme () en leur point
d’application respectif, en les exprimant dans la base By (X, o, Zo)-

Les torseurs des actions extérieures a (X)

G ¢
{9(Moteur%1)}o = { = } ; {9(0—>1)} =Yy - ;
CmZo 0 . 0
o
O o o BO O Sl BO
{y(0—>3)}c =< Yz - }{9(§—>1)}G1 sl R ;
o INog i - 0)g,
@i ) e (ERREEEN B
{Z@}e, = —mg — ¢ {T@B}g, =4 -—mg — ¢
g5 0 Gy 5 0 G3
Les torseurs des actions intérieures de (%)
Xpp =) Xog = )P
{T@e-)}s=% Y — 3 ;{Z0@3)}g=< 0 -
SEEnbelEs ~ Ny,
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Déterminer les puissances développées par les actions mécaniques extérieures et in-

térieures s’exercant au systeme (X)) dans son mouvement par rapport au bati (0).

Ps55/0) = PMot=1/0) T P0-170) + P0=3/0) + P(3=1/0) T Pg=2/0) T P(3-53/0)

gz(Mot—)l/O) = Cnb

P0-1/0) = P(0-3/0) = 0 (Liaisons parfaites de puissances mutuelles)

il b L«
’@(g'ﬂl/o) = —m18Yo - §9y1 = —m1g§9 cos 0
‘-@(§—>2/0) = —magijo - Lé% = —ngLé cos 6

P(3-3/0) = —M3gHo - fiXo =0

mq

P(s—5/0) = (Cm —( > +m2)ch059>é

<@int(z) =0

Appliquer le théoréme de 'énergie cinétique au systeme (X) dans son mouvement
par rapport au bati (0) pour déduire 'expression du couple C,,; développé par le moteur.

dEc(X/0
Eit ine P (s 5/0) T Pint(Z)
3 :
= 0 m3L?cosfsinf = (Cm r (% ot mz)chosf)> 0
=
Soit : 6 m3L? cosfsinf = (Cm — (% + my)gL cos 6)

.2
D’oti: Cpy = 0 m3L? cosfsinf + (% + my)gL cos 6

1.2
=0 m3L? sin 26 + (% + my)gL cos
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1.2
Cp = 59 m3L? sin 20 + (% + my)gL cos 6

513 Montrer que les extremums du couple Cy, développé par le moteur sont solutions de
I'équation : —> 20 (my/2)+my gT?
. " sinf s =

2
dd% =0 m3L? cos26 — (% + my)gLsin6

Les extrémums du couple C,; développé par le moteur correspondent aux solutions de
dCy,

= 0 ce qui donne:

de
nmy
& (= M) s
0 m3L2c0529—(@+m2)gLsin9:0 e R n kb’ ey 85;11
. i skt
2 42 Tl cos20  (my/2)+my QT2
avec = Tz D'ou : g = e

Fcrire les équations scalaires issues de l'application du théoréme de la résultante
dynamique pour le systéeme (X) et les projeter sur X et i/ :

9?(2—)2) = mlf(Gl/o) 3 m2f(G2/O) + m?j(Gs/O)

.2
En projection sur X : Xo; = — (% + my + mg) L6 cosf
)
En projection sur ¥y : Yo1 + Yoz — (1 + mp + m3)g = —(% + mp)LO sin®
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Ecrire I'équation scalaire issue de 1'application du théoréme de la résultante dyna-
mique appliqué au solide (3) dans son mouvement par rapport a (0) en projection sur ¥ :

-

@(3—)3) = m3F(G3/0)

En projection sur 4y : Yo3 — m3g =0

Ecrire I’équation scalaire issue de l’application du théoréme du moment dynamique
en O appliqué au systeme (X) dans son mouvement par rapport a (0) :

—

Mp(E—T) = 3p(2/0)
tel que:
Mo(2-%) = //O(M(?f—ﬂ) + Mo(0-1) + Mo(0-23) + Mo (1) + M0(§2) + MO (3—3)
ol : M (Mot—1) % : M- =0
Mo (0-3) = Noszo +OCA Y03]/0 NosZp + (uxo — dijo) N Y£3}/0 = (Noz + uY03)Zo
M (F—1) = OG1 A (—mi8lo) = ~x1 A (—mi8lo) = —1M1g5 COs 0Zp

Mio(3—2) = OGy A (—magijo) = (LX1 —bijo) N\ (—magijo) = —magL cos 02y
Mo (g—3) = OC A (—magio) = (uXo — dijo) N (;msg%) = —umzgZo
Soit //Zo(i—m) = [Cm + No3 + uYos — gL cos 9(71 + my + mg)} Z0

%1 A Lz =0
Exl *TTI]E X1 =

5 A - <2 o2
00(2/0) = 5(;2 2/0) + (ﬁz VAN mZF(GZ/O) = (Lfl s bgo) A —moL0 X1 = —mpbL6 cos 6z,

Xo(l/O) — gcl (1/0) + (ﬁl 7 mlf(cl/o) =

ib )
50(3/0) = (5G3 3/0) + @3 A m3F(G /0) = = (uXo — dijo) N —m3L0 cos 00Xy = —m3dLO cos 6z
In fine

i5
Cm + Noz + 1Yo3 —chosG(% + my + m3) = —(mpb + m3d)L6 cos6

Utiliser les réponses aux questions B.14, B.15 et B.16 pour déterminer les actions mé-

caniques, engendrées par les liaisons, sur le systeme (X).
D’apreés ce qui précede :
.2
L + my + m3> LO cos6

m
X :—(—
01 )

m o2
Y= (71 - mz) L6 sinf — Yoz + (mq + my +m3)g
en remplacant Y3 = m3g

b
kst <% i mz) L6 sinf + (my +mp)g

]
Noz = —(mab + m3d)LO cosf + gL cos6 (% + my + m3> — Yoz — G
avec 4 = Lcost
.2 mq
Noz = —(mab + m3d)L6 cos6 + gL cos 6 (7 <H mz) i
En remplacant le couple moteur par son expression :

.9
Cy = 0 m3L?sin 6 cos 6 + (% + my)gL cos b

b,
et apreés simplification : Nyz = —(mab + m3d + m3Lsin6)LO cos@
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