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Chapitre 2 : Etude cinétique des solides indéformables ) Enseignant : Lotfi CHEIKH

o |

CHAPITRE 2

£ |

o

ETUDE CINETIQUE DES
SOLIDES INDEFORMABLES

2.1- NOTIONS DE SYMETRIE

2.1.1- Eléments de symétrie géométrique

R V]

;- On dit qu'un élément géométrique (E) (point,-a;re ou plan) estn g{,{vz'félément de
symétrie géométrique si et seulement si :
£l VMeD,IM €D Indépendamment de la matiere constztutwe
- M’ et D’ sont le point et le domainesimages de M et de D par rapport a
B I’élément (E). K
8 Ezemple : ) fJ
— -4 e L'aze (0,7) et; le plan (0,3,%) sont 2 éléments de
‘ Acier symétrie geométrzque ;
@ Sile fo;_lzde est plan, alors le plan du solide est
i & toujour‘s'}&}z plan de symétrie géométrique (et méme
L X symetrze matérielle) = le plan (0,%,¥) est un plan
de symetrze matérielle (voir paragraphe suivant).
:k,

2.1.2- Eléments de symetrze materzelle

On dit qu’un élément; geometrzque (E') (point, aze ou plan) est un élément de
symétrie matérielle, st et seulement.si.

« (E) est un element de symétrie géométrique ;

o La repartztzon de la matiére de part et d’autre de (E) est symétrique.

Ezemple : [1/
@ z ')7“ Les azes (0,%), (0,%) et (0,%), les plans (0,X%,¥),
. A, S E— (0,¥,7) et (0,%,7) sont tous des éléments de symétrie
: e matérielle.
SO0, BUNH I

K 2.1.8- Azes de symétrie de révolution
On dit qu’un aze (A) est un ave de symétrie de révolution si et seulement si le
solide (S) est obtenu par la révolution d’un élément géométrique (%) (point,
courbe ou surface) autour de cet aze.
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Chapitre 2 : Etude cinétique des solides indéformables . Enseignant : Lotfi CHEIKH !

A A
a
Cylindre creux - " Tube ou Tuyau

7
Cerceau Ii-\

OI‘ %

Exemples :

|

EO } ~i
“y

2.2- SOLIDE CONTINU - SOLIDE COMPOSE

On appelle solide continu (S) (intégrable ou élémentaire) si et sgulefﬁent si, ses
caractéristiques géométriques, physiques ou inertielles szonyt;"‘bbtenues par
intégration simple, double ou triple selon la nature de cely;'__-*'c:{.

Ezemple 1 : Tige ~

R TTTH W T m

@z ¥ (S) est une tige (OA) composé ‘d’un matériau homogéne de
longueur £ et densité linéig»_ue" de masse A.

,_\./

La masse m du solzde (S) est :m = f Adx = AL,

am .

O
>
nly

Ezemple 2 : Tube (Tuyau) Ak

¥ (S) e§'t::'dn tube de rayon intérieur « r », de rayon
q:éiéfieur « R » et de hauteur « 2h ».

)Le volume V du solide (S) est :

o i f av = f pdp d6 dy
o Solide (s) Solide (s) M

2n
= f p dpf d6.|- dy.=2mh(R? —r?)
r 1] =h

On appelle solzde compose (8)-(ou-ensemblede solides) un solide constitué de
n solides . elementazres (Si) : () =UL,(S) et dont les caractéristiques
geometrzques physiques ou inertielles sont obtenues par une somme simple ou
ponderee des solides élémentaires constitutifs.

-Ezemple. * La masse totale « M » est la somme

R « simple » de la masse « my » du cylindre
et de la masse « mz » de la § sphere :
M=m; +m,.

o Le vecteur position du centre d'inertie
« 0G » du solide est la somme

I Cylindre creux

T om = =

= « pondérée » du vecteur position du

Demi-sphére pleine centre d’inertie « ?)7: » du cylindre et
du vecteur « 0G, » de la 4 sphere :
M0G = my0G, + m, 0G,.

NI
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Chapitre 2 : Etude cinétique des solides indéformables Enseignant : Lotfi CHEIKH

2.8- ELEMENTS D’INERTIE D’UN SOLIDE

2.3.1- Centre d’inertie d’un solide
a- Solide continu (ou intégrable)
« Soit (S) un solide homogéne de masse totale m et

A L
g de centre d’inertie (ou centre de masse) G ;
ZI o Soit P un point quelconque du solide (S) de
coordonnées cartésiennes (z, y, z) dans le repere
R(0,%,7,7). 3
0 5, Le centre d'inertie G est défini par lg}_"z‘}e/cteur
oY position ((S) est le solide) :
) A— v . = ¢
X — 1 —= N .:;'
0G =— OP dm
M Jpees) A~

%
e

G peut étre également défini pari§es coordonnées cariésiennes Xe, Yo et Zg

r comme suit : : &
1 1 el
r X =— xdm; Y;=— ydgji,{’Z(;:— z dm
m Jpecs) M Jpe(s)- £ M Jpe(s)
L5
r Remarque : Le centre d’inertie G appartient c‘z‘{oﬂt élément de symétrie matérielle (aze ou plan)
RO
0
r Soit (S) un solide composé de n solides (Si)
Si, mi de masse mi et.de centre d’inertie Gi
F chacun.

Le centre .d’inertie. G est défini par la
formule du barycentre suivante : :

n

" —

0(;=MzmioaL : M=Zmi |
i=1 f

-

Théoremes de
1ér tb;é'r;réme
La surface (S) engendrée par la révolution de la courbe
(ﬁ), de longueur L et de centre d’inertie G, autour d’un

aze (A) situé dans son plan et ne la traversant pas est

égale a :

rc : est la distance (la plus courte) entre G et A4
(projection orthogonale de G sur A).

=
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Chapitre 2 : Etude cinétique des solides indéformables . Enseignant : Lotfi CHEIKH ™~

2éme théoréme

Le volume (V) engendré par la révolution de la surface
(S) de centre d’inertie G, autour d’un aze (A) situé dans
son plan et ne la traversant pas est égal @ :

G : est la distance (la plus coufte) entre G et A
(projection orthogonale de G sur A).

- oA

2.8.2- Matrice d’inertie d’un solide
a- Définition

ts - Soit (§) un solide homogéne de masse totale

z|. m et de centre d’inertic G.

3 - Soit P un point quelconque du solide (S) de

coordonnées carteszennes (z, y, z) dans le

repére R(0,%,7,7).

0 - Y,  La Matrice (ou tenseur) d’inertie du solide () |
Y au point O, dans la base B(%,7,Z), notée :
) A— Uo(S)] _,-es la  matrice carrée (3,3),

symétrique, définie par :

« Les moments d’inertie du’solzde (S) par ropport aur azes respectifs (0,%),
(0,9) et (0,2) sont defmzs par :

. |

i M)En? B="| @ tzdydmy; 6= w(x + y2)dm n
Jpe(s) JPE(S) PE(S) |
o Les produzts d inertie du solide (S) par rapport aux plans respectifs (0,7,2),
(0,%, 2’) et (0 x,y) sont définis par : r |
X \ /D) = f yzdm; E=17 "xzdml; =0T xydmy m
v PE(S) PE(S) PE(S) o !

b- Influence de la symétrie matérielle sur la simplification de la matrice d’inertie

B |

> Quels sont les éléments de symétrie qui nous intéressent ?
Pour Déterminer la forme générale de la matrice d’inertie : Lo($]z52, il n'y

a que iz éléments de symétrie qui nous intéressent et rien d’autre. Ce sont les
3 azes (0,%), (0,3) et (0,%Z) pour la symétrie de révolution et les 3 plans (0,9,7),
(0,%,Z) et (0,%,¥) pour la symétrie matérielle.

——
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Chapitre 2 : Etude cinétique des solides indéformables y . . .. Enseignant : Lotfi CHEIKH

L |

> Existence d'axes de symétrie de révolution
v’ Si laze (0,%) est un aze de symétrie de révolution de (§) = B = C;
v' Si l'aze (0,9) est un aze de symétrie de révolution de (S) = A = C;
v' Si laze (0,2) est un aze de symétrie de révolution de (§) = A =B ;

s |

Remarque : S’il existe au moins deur azes de symétrie de révolution, alors
LXSN{TN clL\SBN-\M-L clneuch\w-n = A=B=(C

> Existence de plans de symétrie matérielle
v' Si le plan (0,¥,Z) est un plan de symétrie matérielle de (S) = E = F 22 0
v’ Si le plan (0,%,Z) est un plan de symétrie matérielle de (S) = D.= S F=0; (4=
v’ Si le plan (0,%,y) est un plan de symétrie matérielle de (S) =22 D E=0; (3=0)

(*4103

Remarque : S’il existe au moins deuz plans de symétrie materzelle, alors
g,?{’c\muh%m\l«a@D E=F=20 X

¢ JThéoréme généralisé de Huygens?
Le théoréme généralisé de Huygens établit la . relatwn entre les matrices
d’inertie d’un solide (S) dans la-méme base B(%,,Z) entre les pomts A et G.
Ou A est un point quelcongue de [’espace et"’G est le centre d’inertie du solide
(S). Ce théoréeme s’éerit sous la forme >’

Nt

a3 TE ‘e

()]s = Ue(S)]s +m [Dls

.n'v/

« m est la masse totale c{yu ‘solide (S) ; ‘
« [D]g est une matrzce déterminée a partir des coordonnées du vecteur

position AG dan&la base B(X,y,Z) :

)

-

g " a_ b2 +¢2  —ab —ac
SiAG (b) , alors [Dlg=| —ab a*+c* —bc
¢/B —ac —bc a4+ b?

d- Foriné\simplif' ée du théoréme de Huygens
Le, theoreme généralisé s’écrit sous la forme : [14($)]g = Us(S)]z +m [D]s.
Par “identification du moment d’inertie « C » (par rapport d laze (4,Z)), par
ezemple, il vient :

Lias(S) = 1165(S) + m(a® + b?)
Or (a? + b?) est la distance qui sépare les deuz-azes (4,2) et (G,Z). Soit « d »,
cette distance. Le théoréme de Huygens s’écrit sous sa forme szmplzfzee
couramment utilisée :

4 I=1I; +md?
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Chapitre 2 : Etude cinétique des solides indéformables Enseignant : Lotfi CHEIKH

=0

« I est le moment d’inertie par rapport a l'un des azes (A, %), (A,%) ou (4,7) ;
« I est le moment d’inertie par rapport a l'un des azes correspondants (G, %),
(G,¥) ou (G,2) ;

d est la distance qui sépare les deuz azes ;

- =3I

m est la masse totale du solide (S).

e- Formule de changement de base »
La formule de changement de base permet d’établir la relation entre’ les

M
matrices d’inertie d’un solide (S), au méme point, dans deuz bases différentes : J
Une base dite nouvelle B, (X,,Vn 2,) et une base dite ancienne By (_' Vir Zy) -

Cette formule s’écrit sous la forme :

—

[1a()]z, = [P)i ()], [PI}

. |

« [P]} est la matrice de passage de 'ancienne base a la nouvelle ; ” r |
[P]3, est la transposée de la matrice [P} ; l
& r- [

) 3 | I

Sozt {S;} (i) un solide homogéne de |

p masse totale m et de centre d'inertie G en r |

mouvement par rapport a un repeére

Rn(on'i::%:z;’) ) M |
-~.Soit P un point quelconque du solide (i) =

dercoordonnées-cartésiennes (z, y, z) dans
g, J*Q le repére R;(0;%,,, 2;) 4ié au solide (i) ;
- La Matrice’ d’mertze du solide (i) au point A, dans une base donnée B(X,¥,Z)

est notée [[A(l)]B
- On defmzt Vopérateur d’inertie, au point A, du solide (i) appliqué au vecteur

Q(L/n) par : /

-_ f AP N (Q(i/n) NAPYdm = [I,()]5.0(i/n)
PE(S)

2.4.2- Définition du torseur cinétique

i |

—

Le torseur cinétique (ou torseur des quantités de mouvement) au point A, du
solide (Si) dans son mouvement par rapport au repére R,(0pn, %, Vn,Z,) est
définit par :

[ ‘<‘~'--] =
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H Chapitre 2 : Etude cinétique des solides indéformables Enseignant : Lotfi CHEIKH

- “Tesena R’(c) ‘

! S {C{i/m)}s =1_,

._; C\.mn..ktrr.\i. ( / )}A {O‘A(L/n)}A

S «R(@) = fpe(s)V(P/n)del s est la résultante cinétique ou quantité de mouvement

¢

M du solide (i) dans son mouvement par rapport a (n) ;

n o Ou(i/n) = fpe(s)ﬁ" AV(P/n)dm : est le moment cinétique, au poini A, du

' solide (i) dans son mouvement par rapport & (n).

- Remarques | _-»_,"“f:“"

N Y foe - V(P/n)dm = f(s)V(P € i/n)dm ; |
v {C(i/n)}a est un torseur. Il devrait alors satisfaire la définition d’un torseur a squoir : *1

4 (a) R(C) est un invariant vectoriel ; |

| (b) G,(i/n) vérifie la loi de transfert des moments : a2 ;

o V A et B deuz points quelconques {\0g(i/n) = az(i/n) + R(C) /\AB ) 4
2.4.3- Expression simplifiée de la résultante cmetzque ’\f‘-’t ;

m |

b Le centre d’inertie G-est défini par : m0OG = Joe )t OPdm alors : ‘

doG doP ,
otz T e at dm =>m V(G/n) fPE(S) V(P/n) dm l

m’g&f«ﬁ % ey =TV i)
c‘_.s.L = 'H

=>» La résultante cinétique est un,. E:ha,mp vectoriel uniforme.

2.4.4- Expression simplifiée du moment cinétique

D’aprés la Loi de Transfert du Moment cinématique, nous avons
V(Pgi/n) =V(AE/M+ Q(i/n) AAP
Or : G,(i/n) = fpe(s) AP A V(P /n)dm
= e AP A [P € 7 T A AP|am
- (IPE(S) AP dm) AV(A € i/n) + [,e i) AP A (@(E/M) A AP)dm
=mAGAV(AE€i/n) +]A(l,ﬂ(l/n))

Vel e —
CMMPLL’ | Y @R = mAG AV (A € i/n) +T,(GAE/)

ey 4 =28 1 ™

Rappels
. ],q(l,ﬂ(l/n)) = [Iy(D]s G(i/m) ;

. V(A € i/n) est une vitesse « d’entratnement ».
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Chapitre 2 : Etude cinétique des solides indéformables Enseignant : Lotfi CHEIKH

=3

2.5.1- Définition

Le torseur dynamique (ou torseur quantité des accélérations) au point A, du

solide (Si) dans son mouvement par rapport au repére Ry (Op, Xn, Y, Z) est par

définit par : 7
Cogmn - { )

C F,J(t/n)},t1

-ﬁ(D)szE(S)V(P/n)dm: est la résultante dynamique ou g_u'dntité

loU

b\i‘) NoUaC ru;_

d’accélérations du solide (i) dans son mouvement par rapport & (n) ; -
-E(i/n)=fpe(s)ﬁA?(P/n)dm :est le moment dyn.amique au;"point A, du
solide (i) dans son mouvement par rapport a (n) -

Remarques :
. R(D) est un invariant vectoriel ; ‘
. JA(L/n) vérifie la loi de transfert des moments : : 1
Vv A et B.deug points quelconques : SE(L/n) = 6A(l/n) + R(D) AAB

2.5.2- Expression simplifiée de la résultante dy Jnamzque

D’aprés l'ezpression de la résultante cmetzque m V(G/n) fPE(S)V(P/n) dm,

e S | d
M?;tm -m G/ peurisps .

= La résultante dynamique est un champ vectoriel uniforme. : ‘

) —
SN

2.5.3- Expression simpliﬁ'ée du moment dynamique -
:

nous avons : my(G/n) = fPE(S)y(P/n) dm

_(

D’ apres le moment cinétigue, nous. avons:. aA(t/n) fpecs)jﬁAV(P/n)dm

a (aj(;/n)) 17 = o (fregs) AP A V(P/n)dm)m I

n
v (dAP dv(p/n)
= Loz ( )/j2 AT(P/n) dm + [oe s AP A (T )/Rn dm

Y dOA doP ” -
& E = e (-;)m AV@/m) dm + foeis (o )/Rn AT(P/n) dm + [pe s AP AT(P/n) dm

;

dt

=-V@a/m) A(mVG/m)+ 0+ 5.4(1/"-))

|——_]

Mgl — e :. 3
- S @aG/n)= CEZ (/) F MV (A7) AV (G/n) -
\\D\\Bncm\uru&. S |
Remarque
V(A/n) est une vitesse « absolue » obtenue par dérivation. H
. — - ﬂ f
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Chapitre 2 : Etude cinétique des solides indéformables Enseignant : Lotfi CHEIKH

Si (S) est composé de N solides (Si), alors les torseurs cinétique et dynamique
du solide (S) dans son mouvement par rapport au repére (Rn) sont :

He(S/ma = ZiL{Ci/m)s et {D(S/m)}a = ZiL{D(/m)}ar

Cas N* Désignation {€i/m)}srouc {D(i/n)}aonc
1 m=0 (0} {0}
P Masse m concentrée {m V(G/n)} {m ?(_.G/'l)}
au point G 0 B 0 G
( my(G/n)

{Jm V(G/n) }
3 A est confondu avee G —_— =,
'(i,ﬂ(!/n)) ¢

e __
b7 (@ (i/m)z, a

- : [ my§(G/n)
4 A est fire dans Ky L._.m V(G/"l) } {d @ali/n))
— (gg(i/n k
' \dt . L V

G0 A(/m)

2.8- METHODE DE RESOLUTION ol

e,

o A priori, Il faut connaitr&g"ia matrice d’inertie de (i) ;

« Le passage entre un pdi}zt quelconque A et lepoint G (ou éventuellement,
avec précaution,‘tvoiit autre point B)“peut se faire a différents niveauz
comme l’indiqu"é-?le schéma suivant »

©®

e Us (D]s

A B O) 5
L ® ®
m\;’; T i/m) = | @/
o ! 2 ®
R @ ===
it e/ | 84(i/n)

o Les relations de passage pour les différents chemins sont les suivants :
® gg(i/n) = [dfa D]z Q(i/n)
@ 6g(i/n) = (G6(i/n))/z,
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Chapitre 2 : Etude cinétique des solides indéformables Enseignant : Lotfi CHEIKH ﬂi
- |
® au(i/n) = mAG AV (A € i/n) + [14()] Q(i/n) -
i]‘U) }QRDQL-W @ 6A(L/n) —(JA(l/n))/R +mV(4/mn) A V(G/n)
TSy A ®  Huggens : [Li(D]s = Us(]p +m [Dls ~
® L. T. M. Cinétique : o4(i/n) = og(i/n) + mAG AV(G/n)
©® L. T. M. Dynamique : 8,(i/n) = 52(i/n) + mAG A¥(G/n) 7
. Ces diverses relations se simplifient lorsque le point A est fize dans {fRn) -
ou est confondu avec G. Il est alors conseillé de rester le plus longtemps L
possible en ces points lors du choiz des différents passages de la matrice -
d’inertie au moment dynamique. '
~ENERCGIE CINETIQUE! ¥
2.9.1- Définition R
L’énergie cinétique d’un solide (i) dans son mouuement par rapport @ (Rn) est 7
définie par : = i
_ 1 4l 2 N
Ec(i/n) =~ f (V(p/n)) dm
PE(S) -
2.9.2- Expression simplifiée de l’énef_g_zté\’éfnétique
D’apres la L. T. Moment Cigé_fﬁhtique (P eifn)= V(A€ i/n)+ 0(i/n) NAP, :
nous avons : > &
2 Ec(i/n) fPE(S)(V(A e l/n) + T(i/n) AAP) V(P /n) dm |
= V(A €i/n) fPE(S) V(P ) dmatQ(1 /) f, AP A V(P /) dm .'*
= V(A €i/m)(mV(G /m)+ Qifn) Ga(i/n) !
V(G Q(i/n
A {m ( /n)} { (i/n) } : Comement des deux torseurs M
a,(i/m) V(A €i/n) 4 !
._.lﬂ’f"""" cinétique et cinématique -
(Ec(z/n) = —{c(z/n)}A{«rcz/n)}A -
|
Remarques

1- L’énergie cinétique obtenue ne dépend ni du point dans lequel on doit définir les
torseurs cinétiques et cinématiques ni du repére dans lequel on doit les exprimer ;
92- Si (S) est composé de n solides (Si), alors : E¢(S/n) = Xi=y Ec(i/n).

S
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Chapitre 2 : Etude cinétique des solides indéformables . Enseignant : Lotfi CHEIKH

g |

2.9.8-Cas particuliers

mim = 0= E(i/n)=0,

B masse concentrée en G =|E-(i/n) =% m (V(G/n))zl'

g Lorsqu’on effectue les calculs au centre d’inertie G (A = G), alors :
Ec(i/n) = % m (P(G/m)" + % a(i/n) Jo (i, Q(i/m))

> Ec(i/n) =2 m (V(6/m)” +2 T0gi/m) ()] G(i/n)

Myvt de translation Mvt de rotation ) \/
@ySi A est fire dans (Rn) = Ec(i/n) = % Q(i/n) J4(i, 0(i/n)) X
= Ec(i/n) =< Q>i/n) [I4(D] ﬁ(i/n) . FEnergie cinétique c}g_g;cgglvondant a

N[ =

i
un mouvement de-rotation.

»

=N ===

o |
b

4
, o
F \;./
-
A\L w
aNs”
0
e
N

r ,_,”%\J

5

s |

=
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Chapitre 3 : Rappels sur la modélisation des actions mécaniques Enseignant : Lotfi CHEIKH =]

CHAPITRE 3 _
RAPPELS SUR LA MODELISATION -
DES ACTIONS MECANIQUES | ‘-
8.1- DEFINITION D’UNE ACTION MECANIQUE

B |

On appelle action mécanique toute cause physique susceptible de : ’_;‘:v"

._

« Mauaintenir un corps au repos ;
. Créer, maintenir ou modifier un mouvement ; g
« Déformer un corps. i

sy

5.8~ PREMIER PRINCIPE DE LA STATIQUE o

Toute action mécanique (A.m) qui s’exerce sur un solide (S) peut étre

i
représentée, en un point quelconque A, par un torseur. Il s’crit sous la forme : —}
Tv\b.en;m c\.cu;\.,(r\ (F(An— S)}A‘il __.F_. }
. Ma(F)) , "]
. F est la force (en Newton) applzquee au point B situé sur l’aze A de la force ;
« M,(F) est le moment (en Newton metre} au point A, de la force F. Il est a
défini comme suit : J\ :

My (F) = ABAF
Ce moment obéit aklgv “Loi de Transfert du

Moment (L.T.M).: .~
(4 D) MC(F) My (F)+TCDAF

0 --‘.;/'

3.9- DIFFERENTS TYPES D’ACTIONS MECANIQUES

-4 =|=|Ja 3

Fa) N
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Chapitre 3 : Rappels sur Ia modélisation des actions mécaniques Enseignant : Lotfi CHEIKH

En général, un solide peut étre soumis a trois types d’Actions mécaniques :
» Actions mécaniques concentrées (ou localisée) :

v' Forces concentrées (F.C) ;

v’ Moments concentrés ou couples (M.C) ;
« Actions mécaniques réparties :

v' Forces réparties (q) ;

v' Moments répartis ;

les solides (S) et (S’) . 2

3.3.1- Actions Mécaniques concentrées
e Forces concentrées ou localisées

Chacune des « n » forces concentrées F (t=1,n) est; caracterzsee par le vecteur

lié ou glissant (AL,F) Cette force peut étre representee en un point quelconque

A, par le torseur glisseur : -

A Y

{T(Ai-E)}A _ {_‘L.\tjjfz\f F; - _*}
'-{‘l‘g{{,;(*Ai,E’) =AA,AF),
L’ensemble des « n » forces cog}cyé\;ié‘rées (F.C) ezercées sur (S), peut alors étre
représenté, en un point quelcg%Que A, par le torseuryglisseur :

d n F
©(F.C = 5 =Y {7(4;,F)} = ==1 1 _,}
{ ( _, )}A l—l{ ( I L)}A { ?=1AA,_/\E .,

e Moments concentres ou couples

Chacun des « k » couples C (j = 1,k) peut étre représentée, en tout point, par

lle torseur couple 7

—

)0
, l {T(C }tout point? {F} e
~17 tout point

)
N

L’ensemble des « k » couples (ou M.C) exercés sur (S), peut alors étre
représenté, en tout point, par le torseur couple :

—

0

J= 1 j}tout point”

P

{tM.C — S)}tout point = Z};l{T(EJ' - S)}tout point {Z
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Chapitre 3 : Rappels sur la modélisation des actions mécaniques Enseignant : Lotfi CHEIKH ’—‘

3.8.2- Actions Mécaniques réparties

o Moments répartis r
Ce type de chargement n’'est pas inscrit dans le programme des deuzieémes -
années du cycle préparatoire. B

o Forces réparties

Le chargement réparti (les forces

Devnan |

réparties ou les charges réparties)
« g » exercé sur un sous domaine (Z)
du solide (S) est caractérisé, en un
point quelconque M de (X£), par une
densité  (linéique, surfacique ou A
volumique) de charge : fy(d = S). (23)':"7/

.3 =

-
Cette densité est caractérisée, & son_tour, par un vecteur li¢ ou glissant I
(M, fM(q — §)). Elle peut étre représentée, en-un poznt quelconque A, par le
torseur glisseur : E

= E(ﬁ* S) M
{t(M, fu(@ = SN}, = { |
MA(M fM(CI - S)) AM A fu (7 - 5)J, :
Le chargement réparti § exzercé sur (S) peut alors éire représenté, en un point F
quelconque A, par le torseur glzsseuf;. -
,A}w”'
\1 e — H
[ qg— S)dZ
{t(G > $}a = Jyers {T(M;fm(q - SN}, = iy __,
CT2 A s AM ATy (G > S) dx
ME(S) m\q A
3.3.3-Actions Mécaniques transmissibles M
a- Définition et notatmns b
Les actions” mecanzques transmissibles (appelées aussi -
actzon.s‘ mécaniques statiques équivalentes ou encore qo” f_
réactions aur appuis) exercées par le solide (i) sur le C.
- :‘v; - . - . lJ
solide (j) au niveau de la liaison de centre Cjj entre les E
deuz solides, sont les inconnues statiques du probleme. Ces actions sont
représentées, au point Cjj, par un torseur de forme générale : r J

: Xi] LLJ B; ou ﬂj r.

. » I i

{T(l‘ —)J)}CU = },l]' Ml:j 5 I

Zy Ny cy _ ﬂ 1

Q ( h13> 4“‘ \._) H“La—l‘)\ 'f
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Chapitre 3 : Rappels sur la modélisation des actions mécaniques Enseignant : Lotfi CHEIKH

o]

Le torseur statiques €équivalents {T(iej)}cij est le DUAL du torseur

cinématique, au point Cij, du solide (j) dans son mouvement par rapport au

solide (i) {”U/i)}c,;j-

Exemple : Liaison pivot d’axe (0,%)
Les degrés de libertés (DDL), se résument comme suit :

- |

Tr Rot —HIA

F : 0 1 0
| {DDL} =40 0 0
r' 0 0 (i)
I-.' d O E[ ou E}
(w(/D}o = {0 o} {t(i= D)o =
0 0/p

- | |
- b- Frottement de glissement — Loi de Coulomb

h 0 X.i On considére une liaison avec

N(I—H) (=Y zq < frottement de glissement entre les

=

deur solides (i) et (j) En
particulier la liaison ponctuelle de
centre I et de normale 1. |

i

e V0
ﬂ Soit © le plan tangent commun en I auz deuz solides en contact.
= Y Ro ) =N D+TE=))
v Iére Joi de Cou[omb s'il y a glissement, c’est-a-dire: V(ej/i)=0.
8 V(]Ej/L)/\T(L-)j)—O

Dans ce cas, “On a: { c’est-a-dire que :

o Vi ej/i).TGi—=j)<0

- > La composante tangentielle T(i = j) est colinéaire d la vitesse de glissement
P V(I € j/i) (donc au mouvement) et de sens opposé ;

“% En plus sa norme est donnée par : TG - D] =f NG = D|. Ou f est le

[- coefficient de frottement.

= v’ Ziéme Joi de Coulomb : s'il n’y o pas de glissement, c’est-a-dire : Ve j/i) = 0. l
Dans ce cas, on a : [T - || <k ||NG - |- Ois k est le coefficient d’adhérence.

'] v 8™ loi de Coulomb : si la liaison est parfaite, alors :
TG - p||=0 & NG - =RG-))
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Chapitre 3 : Rappels sur la modélisation des actions mécaniques Enscignant : Lotfi CHEIKH

T

c- Hypothése du probléme plan
On dit que le probleme est un probléeme plan (ou bien que le plan tel est un plan
de symétrie du mécanisme et du chargement ou bien le mécanisme admet le

3

oy . . -
plan tel comme plan de symétrie) si et seulement si : '
. Toutes les liaisons sont des liaisons planes ou assimilées a des liaisons -
planes ; M
« Tous les mouvements sont des mouvements plans ; : =
« Toutes les actions mécaniques sont situées dans le plan. A "
Dans ce cas, on « annule » toutes les composantes non nulles qui sont hors du |
plan. _
Exemple : -
R 2
zi Si, par ezemple, le plan (O x,_') est un plan r
\ijN de symétrie, alors :02° : =
| e Z est-hors du. plan, alors Z = 0 ; )
o L est dans le plan (0,9,Z) et M est dans T
z le plan (0 X,Z ") alors: L = M =0. -
v En consequent le torseur s’écrit : M
.-f-.-.-l> \ B ) 1‘
M ¥ o X L -
L , ‘ 7 NJ)_.___ e
X :
Exemple d’application : 74 d '_I
d % G |
On considére la liaison’ gltsszere d’aze (O,X) de la 0 ! elns um'Vt de ()% @ -
I M
figure ci-contre. Déterminer les torseurs des-A.m 4 ey >
transmissibles avec ‘ou sans hypothése de probleme 4 €] X ‘
plan avec ou sans frottement de coefficient « f ». (1)
{f(i - Nlo Problémf tridimensionnel Probleme dans le plan (0,X,%) -
; ?L. : [0) LyYPor®i 0 0)%uE B
Liarson.
g | {1 M Y 0 -
1 ZU Ni]' o 0 Nij o --
P A T |
Liaison aved | — Bious; . "
A B
giouiemeny | (SANERZE) Ly —fY; 0Y)%ouy =
(glissement de/ v, M Yy 0 :
~ coefficient! 4 Y 0 Ny
- 3 Zy Ny 0 -
[« [ ] 0 ,
5
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Chapitre 3 : Rappels sur Ia modélisation des actions méeaniques Enseignant : Lotfi CHEIKH

« Dans le cas du pmblém.le tridimensionnel, la résultante aw niveau -de la liaison
0
parfaite, s'éerit : RG - )| Yy |, alors : NG=-j)= R(i - j), donc :
NG~ Dl = /Yiﬁ +2f ;
« Le mouvement s’effectue suivant X, alors : T(i — j) est suivant —X (14 loi de
Coulomb) ;

e Enplus: TG Dl =FING-D|=f [V2+2E =>TG~>D=~f
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Chapitre 4 : P:n'ncipe Fondamental de la Dynamique Enseignant : Lotfi CHEIKH M
CHAPITRE 4 &= i
| ]
PRINCIPE FONDAMENTAL -
DE LA DYNAMIQUE (PFD)
M
4.1- INTRODUCTION -
Le Principe Fondamental de la Dynamique (PFD) a été énoncé o Za fm du
17°™ siécle par Isaac Newton. Il établit la relation entre le mouvement d’un n
systéme et le actions mécaniques qui lui sont appliquées. Il est a noter que '
l’application du PFD dans un repére non Galiléen ne fazt pas partie du -
programime. ' [
4.2- ENONCE DU PFD p Al
Soit un solide (ourun systéeme de solides) (Sn) de masse m et de centre

d’inertie G. Ce solide (S.), en mouvement par rapport G un repere
Galiléen (Rn), est soumis a des actions. mecanzques extérieures. Ces actions

sont modélisées, en un point quelconque A, par le torseur {t(T— i)}4. Le

-—

mouvement du solide (Sn) est reprf;sente en un point A, par le torseur quantité
des accélérations (ou torseur dynamzqu,e) {D(i/n)},. Le PFD s’écrit sous la P
forme : ;,:,'.w |

PED | iDL GEC=0N0

% Y

L’égalité du torseur/d’actions mécaniques. et du-torseur dynamique réduit au

oy

X W i e B
méme point se.’traduit normalement.par l’égalité des résultantes et des
moments. Cela engendre les deux Théorémes Généraux de la Dynamique

(TGD).

3 : ﬂ

R

4..,2“.“1“—-/Théoréme de la Résultante Dynamique (TRD)

-
- - T T T R ey
TED | @yGA=ERE=0 |
——‘-'-——_—_ . S
. . - . . . .
Par projection de cette équation vectorielle sur les trois vecteurs d’une base
donnée, on obtient trois équations scalaires (ou deuz équations scalaires dans
le cas d’un probléeme plan). §
f
!
: _ : - N
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Enseignant : Lotfi CHEIKH

4.2.2-Théoréme du Moment Dynamique (TMD)

P Chapitre 4 : Principe Fondamental de la Dynamiquc

THD | GEEMESD)

Par projection de cette équation vectorielle sur les trois vecteurs d’une base
donnée, on obtient trois équations scalaires (ou une seule équation scalaire

>
'y

dans le cas d’un probléme plan). e

Au final, la mise en équation du PFD engendre un mazimum de Siz, éédations

scalaires (dans le cas d’un probléme plan, cela se réduit a un maa:zmum de
trois équations scalaires). A partir de ces équations, on peut, determzner

« Les composantes inconnues des actions mecamques ‘au niveau des

liaisons ; Q7

« Les équations différentielles du mouvement.

4.8- EQUATION DU MOUVEMENT

Une équation du mouvement est une e’quatidh différentielle du second ordre,
generalement non lzneazre, dans laquelle neﬁqure aucune composante statzque

'''''

géométriques et inertielles du mecamsme et les paramétres du mouvement,
leurs dérivées premiéres et secg\ndes La projection du TRD et du TMD sur les
azes relatifs auxr degrés.de’ liberté du systéme étudié permet d’aboutir

« Si le solide est en translatzon alors il faut projeter le TRD sur l’aze ou les
azes du mouvement de translation;

e Sile solide est en rotation, alors il faut projeter le. TMD sur Uaze ou les azes
du mouvement de rotation ;

o Sile solzde est @ la fois en translation et en rotation, alors il faut projeter le
TR_Q,fsur laze ou les axes du mouvement de translation et le TMD sur ’aze
owles azes du mouvement de rotation ;

4.4- EQUILIBRAGE DYNAMIQUE
4.6.1-Introduction

L’équilibrage dynamique des solides en rotation est inévitable dans toutes
les machines modernes. Il permet de réduire av mieuz les vibrations générées
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Chapitre 4 : Principe Fondamental de la Dynamique Enseignant : Lotfi CHEIKH

par les effets dynamiques au sein de la machine. Ainsi, les vibrations d’une

machine mal équilibrée vont :
« Générer du bruit,
« Dégrader le confort ou la précision de la machine,
« User prématurément les liaisons.

- — )

Dés la conception, les géométries sont choisies afin d’assurer un équilibrage
optimal. Cependant, lorsque les masses ou les vitesses de rotation ;;‘a'm -
importantes, les tolérances de fabrication ne permettent pas d’atteﬁli‘rp’;d‘r'e la *
précision d’équilibrage requise. Il faut alors équilibrer la machine ’s‘i'tr‘ site,
lorsqu’elle est préte a fonctionner. Certaines machines necessztent méme un

\_;

nouvel équilibrage & chaque maintenance.

L’exzemple classique est celui de la roue de voiture. Lors/'gi’kun changement de
pneumatique, la roue est démontée et un nouveau pn@uli‘es:t monté sur la jante —
du véhicule. Les tolérances de fabrication des pneus et les incertitudes liées au |
montage sur la jante ne permettent pas d’gbtéﬁir une roue suffisamment

équilibrée. Le garagiste réalise donc un équil_ib?age par deux masselottes serties

sur le bord de la jante. Une machine spé’ciﬁque (figure 2) met la roue en
rotation, mesure les défauts d equzlzbrage et en déduit la position et la masse 7
des masselottes & ajouter (figure 5’) |

m )

Figure 2 : Mise en place an marteau

Figure 2. Equilibrense de roue de voitures. d'une masselotte sur la jante.
4.6';?:Modélisation du probléme d’équilibrage M
-7 (8) est un solide homogéne de masse M

m, de centre d’inertie G et de matrice
d’inertie au point O dans la base =
Bs(x1,y1,Z). Ce solide est en rotation |
par rapport au bati (0) autour de ’aze

0,3). T]
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Chapitre 4 : Principe Fondamental de la Dynamique Enseignant : Lotfi CHEIKH

. A —F -E -
On donne : 0G =ax; +bZ, [[1o(S)]ss = [—F B —D|etQ(5/0)=067Z.
—-E -D C

On se propose de déterminer les composantes « statiques » inconnues au niveau
de la liaison pivot au point O (Effort transmis par le solide (S) au bati (0)).
Pour cela, on applique le PFD, au point O, au solide (S) dans son mouvement

par rapport au bati (0) :

(D(5/0)}0 = {x(S = 9N}o

4.6.3- Résolution du probléme

a- Calcul du torseur dynamique

=

o - . mV(G/0)
Le torseur cinétique s’écrit, au point O : {€(5/0)} ={ >, } car le
i * " o1 acs/o),

=

)7 Aax;+b
point O (s) est fize dans le repére (Ro) = {es/0)o = {0-7? OL-,F (an;—,- + ;.)z*)}
—L Xy T 1 o

On en déduit : que :{D(S/0)}o = dﬁt-({r(f—* S)}o) sz,

| 771a(—921;;'+§m
= {D(5/0)}o = {(—EB' + Do) — (E62+D8)y; +CO ),

b- Torseur des Actions mécaniques extéricures

Fl + XOS Cl + LOS]ES

(&S = $)}o = (t(Fexe = S}o + (0 + o = {Fz +Yos  Cz + Mos

F3 + Zos C3 0

Fy, Fo, F3, C1, Ce, et Cs.sont les forces et les moments exercés par le milieu

extérieur qui peuvent éire quelconques (dans le cas d’une roue de voiture, c’est

Uaction de la route’sur la roue, laction de-la pesanteur; l'action de l’arbre de
transmission..:):

Xos, Yos, Z_bs,' Los et Moys sont les composantes « statiques » inconnues (Actions
mécanigues transmissibles) au niveau de la liaison pivot au point O entre le ;
bati (0) et le solide tournant (S).

T W TIm T

=

- Principe Fondamenta'I de la Dynamique
Les équations qui découlent de l’application du PFD, au point O, au solide (S)
dans son mouvement par rapport au bati (0) nous fournissent les composantes

« statiques » inconnues :
—maf? —EG +D QTS {Fl +Xos Gt Los}

Bs

-mab —-EB62-D@ F, +Yys G+ My

F3 + Zys Cs

0 cé 0

i

|

L _ - !
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Chapitre 4 : Principe Fondamental de la Dynamique Ensecignant : Lotfi CHEIKH ﬁ’

Xosf—Fl—maéz LOS:_CI_EQ- +D92

= Yos=—Fz—maé et MOSZ'_'Czé'EéZ_Dé
ZOS - —F3 Cg =C 9

Remarquons que ces efforts et moments sont variables dans le temps. Il |
conviendrait mieuz de les nommer « composantes statiques équivalentes ». Si

la rotation s’effectue a vitesse constante (8 = w), on peut constater que bien H
que la norme de cette action reste constante, la direction tourne a la méme

vitesse que le solide, ce qui génére des vibrations transmises au bati. "l
4.6.4-Conditions d’équilibrage

==

a- Reégle générale

Pour éviter les vibrations, il faut que U'action mécanique transmise au bati soit
indépendante de la rotation du solide ¢'cst-a-dire indépendante de 6 et de 6 .

=3

b- Equilibrage statique

p 2|

Un solide est statiquement ¢quilibré si aueune composante de la résultante de
Uaction mécanique transmise au bati ne dépend de la rotation du solide. Dans

=

ce cas :
Xos=—-F—ma6? etVys=~F,—mad
Cette condition est réalisée si a = 0. C’est-d-dire : Si le eentre d'inertie G se
trouve sur l’aze de rotation (0,Z). .
Autrement dit, un selide est /s\ta\tiqucment équilibré s'il ne présente aucun

balourd, qui est généralement la source principale de vibration.

c- Equilibrage dynamique.

Un solide est dynamiquement équilibré si aucune composanie du torseur de

I’action mécanique transmise-au-bdti ne dépend de la rotation du solide. Dans

ce cas :

Xps=—F,—mab? et YVys=—F,—mab 1
[L05=—CI—59'+09'2 et Mys=—C,—E@2—D§ |
Cfette‘"condition est réalisée si : i
“e a = 0, c’est-a-dire : Si le centre d’inertie G se trouve sur l’aze de rotation
(0,%). Ou bien le solide (S) et statiquement équilibré ; 7
« D =FE =0, c’est-a-dire que les produits d’inertie de la colonne Z (aze de
rotation) sont nuls. Ainsi, I'aze (0,Z) est un axe principal d’inertie (ou n
vecteur propre de la matrice d’inertie [Ip(S)]z;). '
il
-
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Chapitre 5 : Etude énergétique des solides indéformables i , ) Enseignant : Lotfi CHEIKH

CHAPITRE 5

ETUDE ENERGETIQUE DES
SOLIDES INDEFORMABLES

5.1- PUISSANCE

5.1.1- Puissance développée par une action mécanique extérieure a un solide
dans son mouvement par _rapport @ uw-repére

La puissance d’une action mécanique « G » cxercée sur le solide (i) dans
son mouvement par rapport @ un _repére de référence (n) est définie par :

s\

P(@ - i/n) = i (s)ﬁ,’(a";» i) 7(P/n) dm

Avec : V(P/n) =V(PE€ t/n) V(A Eifn)+ .().(l/n) ANAP et fp(a — i) est la
densité de [’ actzon*mecamque. :

Donc : ¢ e
P(@ - i/n) = [ f,,(a = 1) v(p/n) dm]V(A €i/n) += [ f AP ATp(@ - i) dm|8(i/n)
PE(S)

- R(d—u) g — aa=n

TR e e e ey

= P (a = l/n) {T(a =2 l)h {0(1/71)}4 |

PE(S)

.A'l

BN Il T = e

Comoment du torseur de l’action mécanique exercée sur le solide (i) et du
= S 5 \ .
torseur cinématique de (i) dans son mouvement par rapport au repére (n).
Y

Réinargue : La puissance dépend du repére par rapport auquel elle est ezprimée. Ainsi,
P(@-i/n)=0.

= ™=

5.1.2- Puissance mutuelle
La puissance développée par les actions mutuelles entre deux solides (i)
et (j) dans leurs mouvements par rapport au repére (n) est définie par :

e
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Chapitre 5 : Etude énergétique des solides indéformables Enseignant : Lotfi CHEIKH ~
Remarque :  La puissance mutuelle est indépendante du repére, c’est & dire

P(i e j/n) =P(i & j/m)

9.1.3- Liaison parfaite entre deuz solides
Une liaison entre deux solides (i) et (j) est dite parfaite, si et seulement si,
la puissance mutuelle entre les deuz solides est nulle :

Pio =0

(2

Conséquence : Remarquons d’abord que : P(i © j) = P(i » j/i) = P(j = i/)).
Si la liaison est parfaite, alors : P(i & j) = P(i = j/i) = {z(i = DIx{v(i/D}x = 0. Cela =
signifie que {t(i = j)}x est le dual de {v(j/i)}x. Ceci permet donc la détermination du
torseur des actions mécaniques transmissibles au niveau de la liaison. .

—
5.2- TRAVAIL
Le travail entre les instants t1 et t2 de l'action mécanique « 4 » exercée sur ]
le solide (i) dans som mouvement par rapport au_repére (n) est défini par :
tz d ~ ’ M
B . , dw(@-i/n
w@-i/n) =f P@-i/m)dt |= | pr@- i/m) = ( /n)
B t, dt
5.3- ENERGIE POTENTIELLE e
On appelle énergie potentiel'le.déueloppée par laction mécanique & exercée F‘
sur le solide (i) dans son mouvement par rapport au repére (n) la fonction
scalaire E,(@ — i/n) tel.que : |
| A dE,(@ = i/n |
| P@@ —-.i/n) =— b /m) N
| dt
i 4 m
| Remarques : |
a—@’gfiefgie potentielle est une fonction primitive de la puissance, elle est donc n
-définie & une constante prés que l’on choisit arbitrairement ;
b- On dit que la puissance dérive d’une énergie potentielle (au signe pres) ; -
c- Comme la puissance correspondante, l’énergie potentielle associée & une
action mécanique mutuelle entre (i) et (j), notée Ey(i © j), est indépendante =
du repére. f
dE,(i & j) | |
Plioj)=——P 22 q ’
(o)) dt |
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Chapitre 5 : Etude énergétique des solides indéformables Enseignant : Lotfi CHEIKH

5.4- THEOREME DE L’ENERGIE CINETIQUE

- |

Ce théoréme est la traduction énergétique du PFD.

5.5.1- Cas d’un seul solide

==

dEc(i/n)

T P(t—) i/n)

|

Démonstration : :
Le PFD s’écrit : {D(i/m)}4 = {t(T - i)}4. En multipliant les deur membres de l’égalite
par le torseur cinématique, on obtient :

D/m}alv(i/n)}s = [t = D}alv(i/m))a
o Q

o ==

Par définition : @ = P(T - i/n)
f y(P/n) dm
PE(S)

0= {_“(i/ n) } = f #(P/n) [V(4 € i/n) + Ti(i/n) AAP] dm
f AP A $(P/n) dm V(A€ i/m)a 4 2 V(pei/n)
PE(S) 1

_1d - 2 _ dE(i/n)
== [ f,, - (Vee/m) dm] -

5.5.2- Cas d’un ensemble de soltdes L= Z, 1(51)

-

- e = _———

dE, ‘
.—Cl.gltli)_ P(z_)zln)‘i'?mt -"J

P(E-2Z/n) : Puissance des actions mécaniques ertérieures exercées sur (Z)
dans,son mouvement.par rapport au repére (Rn) ;
Pine = 2ij=1 P& j) : Puissance des. actions. mécaniques intérieures a (Z).

I<j :

5.5- INTEGRALE PREMIERE DE L’ENERGIE CINETIQUE

D’ apres le théoréme de l’énergie cinétique, nous avons :

@ 2B/ _ p(7 - i/n).

dt
g g - . dEp(1=i/n) y
Or, par définition : P(T— i/n) = f—-—”c-tt—, en conséquence :

DU EC e —— Ty T — = ~—

R

E&wm+ﬂaaum—*

Cette relation s’appelle : Intégrale Premiére de ’énergie cinétique.

S ]
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" Chapitre 5 : Etude énergétique des solides indéformables ‘ Enseignant : Lotfi CHEIKH r‘
Remarques :
-
a- On appelle énergie mécanique totale Em(i/n), la somme :
E, (T~ i/n) = Ec(i/n) + E,(T1 = i/n) -
L’intégrale premiére de l’énergie cinétique traduit alors la conservation de l’énergie
mécanique totale. -
b- La constante d’intégration « C » est déterminée en fonction des conditions initiales du
mouvement. :
-
—
' ~
. [ a
1
—
o
f
——
==
F
!
s
= — . , — n
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Cl03 ADOQ9 Sujet - Caractériser les inerties des solides en mouvement CPGE MP
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1. Disque percé

y

On s’intéresse a un solide homogene d’épaisseur négligeable et de masse vV A
totale m .
Il est schématisé sur la figure ci-contre et est constitué : u
— d’un disque plein 1 de centre A et de rayon R'; B gt 0
— d’un disque creux 2 de centre B et de rayon r, excentré par rapport au A

premier disque d’une distance e. X

R e
1. Déterminer la position'du centre de ' masse_G_en fonction de r,"R
ete.

On souhaite ramener le centre de masse de I'ensemble en A. Pour cela, on
dispose de deux masses ponctuelles additionnelles Ps(x3,y3) et Py(x4,¥4),

de masses respectives m; et m, .
2. Déterminer les conditions a poser sur les coordonnées x3,y3,x, et y, de ces deux points dans le repere (A,X,y)afin

d’atteindre I'objectif proposé.

Sciences industrielles de I'ingénieur 23/11/2016 Page 1sur 8
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Cl03 ADOQ9 Sujet - Caractériser les inerties des solides en mouvement CPGE MP

2. Matrices d’inertie de solide élémentaire

1. Donner I'expression de la matrice d’inertie, au centre d’inertie dans la base (x,y,z), de chacun des solides suivants :

Tige pleine de masse m Disque plein de masse m Plaque rectangulaire pleine de masse m
et de section négligeable et d’épaisseur négligeable et d’épaisseur négligeable
$2
- A
| : Z
|
I
I
' b
I
ON G
Q/ \37 - — _ _
X y X a y
—/

3. Parallélépipéde percé

1. Déterminer la matrice d'inertie au point G dans la base (x,y,z), d'un parallélépipede de dimension axbxc, percé d'un
cylindre de rayon R et de masse volumique p. Les deux centres d'inertie des deux volumes sont confondus en G.

2. Déterminer la matrice d'inertie au point O dans la base (x,y,z), d'un parallélépipéde de dimension axbxc, percé d'un
cylindre de rayon R et de masse volumique p . Les deux centres d'inertie des deux volumes ne sont plus confondus.

Sciences industrielles de I'ingénieur 23/11/2016 Page 2 sur 8
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Cl03 ADOQ9 Sujet - Caractériser les inerties des solides en mouvement CPGE MP

4. Echelle EPAS

4.1. Présentation

Une E.P.A.S. est une Echelle Pivotante Automatique a commande
Séquentielle (voir vidéo sur site internet).

Ce systeme congu et commercialisé par la société CAMIVA est monté
sur le chéssis d’un camion de pompier. Il permet de déplacer une
plate-forme pouvant recevoir deux personnes et un brancard le plus
rapidement possible et en toute sécurité.

Dans une premiere approche, on modélise le parc échelle par un
assemblage de trois plaques rectangulaires homogénes d’épaisseur
négligeable, de longueur L et de largeur h. Chaque plagque a une
masse notée m.

Correction PARC ECHELLE
d’aplomb "

TOURELLE 2

Conection
de dévers

Plaque 1

Plaque 2

Plaque 3

Modele simplifié du parc échelle

e

4.2. Objectif

Caractériser les masses en mouvement.

4.3. Travail demandé
— L
Soit le point O', tel que OO':E-XS.

1. Déterminer le vecteur position du centre de masse Gs du parc échelle, dans le repére Rs =(0,Xs,ys5,Zg) qui lui est
associé.
2. Donner I'expression de la matrice d’inertie du parc échelle au point Gs dans la base (xXs,ys,Zg) .

Sciences industrielles de I'ingénieur 23/11/2016 Page 3 sur 8
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Cl03 ADOQ9 Sujet - Caractériser les inerties des solides en mouvement CPGE MP

5. Chargeur d’outil de centre d’usinage

5.1. Présentation

L'usinage est une opération de transformation d’un produit par enlévement de matiere. Cette opération est a la base de la
fabrication de produit dans les industries mécaniques. On appelle le systeme de production associé a une opération d’usinage
une machine-outil ou un centre d’usinage. La génération d’une surface par enlevement de matiere est obtenue grace a différents
outils munis d’au moins une aréte coupante.

Usinage par enlévement de
matiére

Ouitils Chargeur d’outils

Un chargeur d’outils est un systéme permettant de charger automatiquement 'outil utile stocké dans un magasin sur la broche
de la machine pour une phase d’usinage donnée. Les différentes formes de la piece sont ensuite obtenues par des translations et
des rotations de |'outil par rapport a la piéce a usiner.

On s’intéresse donc au chargeur d’outils équipant la machine-outil dont on donne une description structurelle ainsi qu’une
modele cinématique.

Modele Outil (out) R
. le©ut) 0 0 yO
- I (out) = 0 I(G,y)(0ut) 0
0 0 I(G'Z)(Out) N

de masse : my;

Chargeur d’outil (ch)
de masse m,

5.2. Objectif
Caractériser les masses en mouvement.

5.3. Travail demandé
1. Déterminer, dans la base (xq,Y1,Z;), la matrice d’inertie en O; de I'ensemble 2 (out+ch) lorsque le bras est équipé de

deux outils montés symétriquement.
2. Déterminer, dans la base (X1,y;,21), la matrice d’inertie en O; de I'ensemble 2 (out+ch) lorsque le bras n’est équipé

que d’un seul outil.

Sciences industrielles de I'ingénieur 23/11/2016 Page 4 sur 8
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Cl03 ADOQ9 Sujet - Caractériser les inerties des solides en mouvement CPGE MP

6. Agitateur médical

6.1. Présentation

On s’intéresse a un systeme d’agitation et de chauffage d’'une

enceinte thermostatée utilisé dans le cadre d’expérimentations pour

soigner les malades du diabéte (voir vidéo sur site internet).

Le systeme est composé de deux chalnes cinématiques

indépendantes :

e chaine n°1 (principale) constituée d'un moteur électrique
brushless M1, d’un excentrique E1, d’une bielle B1 et du bras 3 sur
lequel est montée la seconde chaine cinématique ;

e chaine n°2 (secondaire) constituée d'un moto réducteur
électrique M2 solidaire du bras 3, d’un excentrique E2, d’une
bielle B2, d’'une pince et de I'enceinte.

Enceinte

Moteur M1

Representatloan ! ; R EQ&M’IG mobile {E}

La chaine n°2 est a I'arrét dans la position du modele ci-dessus, I'enceinte est pleine et considérée comme étant homogeéne.

La chaine n°1 est quant a elle en mouvement.

L'ensemble mobile {E} est défini par : {E} = {Bras 3, moteur M2, pince, enceinte}. Les inerties de I'excentrique E2 et de la bielle B2
ont été négligées devant les autres inerties.

Le bras 3 est considéré comme un assemblage de :

- deux plaques ® d’épaisseur e; =3mm, de longueur L3; =310mm, de hauteur h3; =50mm et de massemy; =0,1kg ;
- uneplaque @ d’épaisseur e; =3mm, de largeur L3, =100mm, de hauteur h;, =50mm et de masse my, =0,033kg ;
- une plaque ® placée a la distance d33 =235mm deO;, d’épaisseure; =3mm, de largeur L33 =100mm, de hauteur

hz3 =100mm et de masse my3 =0,067kg .

Le moto réducteur M2 est assimilé a un cylindre de hauteur hy,, =64mm de diamétre D, =42mm, de masse m, =1kg et de

centre de masse Gy, tel que O3Gy, =X X3 +y Y3 =200x3 +40y3 (en mm).
GMZ GMZ
Sciences industrielles de I'ingénieur 23/11/2016 Page 5sur 8
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Cl03 ADOQ9 Sujet - Caractériser les inerties des solides en mouvement CPGE MP

L'ensemble © = {pince, enceinte} est assimilé a un cylindre de hauteur h., =70mm de diamétre D,, =90mm, de masse

m, =2,7kg et de centre de masse G, tel que O;G. =Xx5cX3 +VYgcY3 =400x3 —30y3 (en mm). La jonction entre @ et © est

négligée.

6.2. Objectifs

Evaluer le moment d’inertie de 'ensemble mobile {E}.

6.3. Travail demandé
1. Déterminer, dans la position du modeéle ci-dessus, une valeur numérique approchée du moment d’inertie par rapport a
I'axe (O3,Z) de I'ensemble mobile {E}. On pourra faire I'hypothese que les épaisseurs des plaques sont négligeables

devant leurs autres dimensions.

7. Rotor d’hélicoptere

7.1. Présentation

On s’intéresse au rotor d’un hélicoptére.

Dans une premiere approche, on peut considérer que ce rotor est
composée de quatre pales| rigides décalées "de m/
2 et inclinées d’un angle « par rapport a I'horizontale.

On note a=(y,u;)=(z,vq)
Chacune de ces pales est considérée/comme d’épaisseur négligeable
et a une masse notée M, une longueur 2/ et une largeur a .

—
z

o
=
=

< ®
— Vi 2L
u
1
[
x

Modéle du rotor
7.2. Objectifs

Caractériser les masses en mouvement

7.3. Travail demandé
1. Déterminer la matrice d’inertie de la pale P1 au point A dans la base (x,u;,V,).
2. Montrer que la matrice d’inertie en A de quatre masses ponctuelles m , positionnées de la méme maniére sur chacune
des péles (avec ATol =b-X+c-y+d-Z ), est diagonale dans la base (x,y,z). En déduire que la matrice d’inertie du rotor

est diagonale au point A.
3. Déterminer la matrice d’inertie du rotor (les 4 pales) au point A dans la base (x,y,Zz).

Sciences industrielles de I'ingénieur 23/11/2016 Page 6 sur 8
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Cl03 ADOQ9 Sujet - Caractériser les inerties des solides en mouvement

CPGE MP

Eléments de correction

1. Disque percé
1. Déterminer la position du centre de masse G.

ez (cos0X + sin6y)

2. Déterminer les conditions a poser sur les coordonnées de ces deux points dans le repére (A,x,y,Zz) afin d’atteindre I'objectif

proposé.
-mr’e
Rz—zcose +m3x3+myx, =0
=N,
%sinéﬂ mgy3 +myy, =0
3. Parallélépipede percé
1.

Déterminer la matrice d'inertie’au point G dans.la base (X,y,z), d'un parallélépipéde de dimension axbxc, percé d'un
cylindre de rayon R et de masse volumique p. Les deux centres d'inertie des deux volumes sont confondus en G.

b2+C2 2 RZ CZ
p-a-b-c- —-pm-R c| —+— 0 0
12 4 12
: 02+C2 2 RZ C2
16(S)= 0 p-a-b-c- -p-n-R”-Cc| —+— 0
12 4 12

(%.y,2)

2. Déterminer la matrice d'inertie au point O dans la base (x,y,z), d'un parallélépipéde de dimension axbxc, percé d'un
cylindre de rayon R et de masse volumique p . Les deux centres d'inertie.des-deux volumes ne sont plus confondus.

b2+C2 2 Rz C2
p-a-b-c- —-pm-RYc | —+— 0 0
12 4 12
R 2,2 2 2
N + R
I6(S)= 0 p-a-b-c gxce —p-m-R-c il d? 0
12 4 12

Axy.2)
4. Echelle EPAS
1. Déterminer le vecteur position du centre de masse G du parc échelle, dans le repére R5(0,Xs,Y5,Zy) quilui est associé.
—— L _ h _
OGg =—-Xg +—-
5757473 Vs
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Cl03 ADOQ9 Sujet - Caractériser les inerties des solides en mouvement CPGE MP

2. Donner 'expression de la matrice d’inertie du parc échelle au point Gg dans la base (Xs,ys,Zg) .

B 2
11-
h 0 0
12
. 2 2
= L 7-h
I.(5)=m- 0 —_—t—
) 4 12
2 2
h L
0 0 —+—
3 4 | . _ .
- —(X5,y5,zo)

5. Chargeur d’outil de centre d’usinage

1. Déterminer, dans la base (x1,Y,Z1), la matrice d’inertie en O; de I'ensemble 2 (out+ch) lorsque le bras est équipé de deux
outils montés symétriguement.
_ S -
m. - (b° +c°)
—h = = 12l + My V6 0 0
12 x
. 2, .2
b m. -(e“+b
lo, 2) = 0 M+2~(IG + Mgy ~xGZ) 0
12 y
2, 2
m. -(c” +e
0 0 ch (12 )+2-(IGZ My - (X6 +y62))
L b,

2. Déterminer, dans la base (X;,Y4,2;), la matrice d’inertie’en O; de I’ensemble 2 (out+ch) lorsque le bras n’est équipé que

d’un seul outil.

2 2
mh(b +C ) 2
. 12 +/Gx+mout'yG Moyt * X6 *VG 0
- 2 2
: m. -(e” +b°) 2
IOl (2)= Moyt X6 Y6 < 12 +IGy + Moyt “ X6 0

Mep (2 +e?)

2 2
" +lg, + Moyt “(xg"+ys7)

0

‘bl

7. Rotor d’hélicoptere

Déterminer la matrice d’inertie de lapale P1 au point A dans la basel (x;uy, V4 ) .
On est dans le cas d’une plaque, donc d’un-parallélépipede .dont une des.dimensions.est négligeable devant les autres :

1.
I
@ -a, o
3 2
: —a 4.1
IA(R)=M-| —-L —— 0
(A1) > 3
2 2
+4.1
3

(X,uy V1)

2. Montrer que la matrice d’inertie en A de quatre masses ponctuelles m , positionnées de la méme maniére sur chacune des
pales (avec A—pl =b-X+c-y+d-Z ), est diagonale. En déduire que la matrice d’inertie du rotor est diagonale au point A.

3. Déterminer la matrice d’inertie du rotor (les 4 pales) au point A dans la base (x,y,Z2).

%(az(l+sin2 oc)+4L2) 0 0
: 2M
Ia(rotor) = 0 T(az(lJrsin2 (1)+4L2) 0
aMm
0 0 —(4L2 +a®cos? a) o
(xy,2)
Sciences industrielles de I'ingénieur 23/11/2016
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Cl03 ADQ9 Corrigé - Caractériser les inerties des solides en mouvement CPGE MP

1. Disque percé

1. Déterminer la position du centre de masse G.
Les plans (A,u,z) et (A,u,v) sont plans de symétrie, donc le centre de masse est situé sur (A,u), intersection des plans de

symétrie :

— 1 & ~
Ona: AG=—Z(S,- AG,-) notamment pour la composante sur 'axe (A,u) :

Sy ia
Donc ug = 1 i(s u )— 1 (S EG/—S u )— — avec S, surface disque plein et S, surface disque vide
G 55 = i UG, S-S, 1 Ys, —22 Ug, S-S, 1 2
2 2
Donc |AG = Zr ezii= zr ez (cosOx +sinBy)
R™ —r R™ —r

2. Déterminer les conditions a poser sur les coordonnées de ces deux points dans le repére (A,X,y,Zz) afin d’atteindre I'objectif
proposé.
On souhaite que :

— = 1 —mr’e L _ _ - -
AG'=0= : (cosOx +sinBy) + mg(x3X + Y3Y)+ My (X, X +y,4Y)
m+mg+m, | RZ —r?

-mr’e

ﬁcose+m3x3 +myx, =0
= 2

-mre .

e sinB+m3y; +myy, =0

2. Matrices:id’inertie de solide.élémentaire

1. Donner I'expression de la matrice d’inertie, au centre d’inertie dans la base (x,y,Z), de chacun des solides suivants :

Tige pleine de masse m
et de section négligeable

Cylindre avec R<<h

hZ
m— 0 0
12
= hz
I6(S)=| O m— 0
12
0 0 0
L b

Sciences industrielles de I'ingénieur

Disque plein de'masse m
et'd’épaisseur négligeable

Cylindre avec h<<R

_ 22 _
m— 0 0
4
= RZ
Ic(S)=| O m— 0
4
R?
0 0 m—
L 2 dp
23/11/2016

Plaque rectangulaire pleine de masse m

et d’épaisseur négligeable

Parallélépipéde rectangle avec
c<<a et c<<b

b
m— 0 0

12
= 02
/G(S)Z 0 mE

a® +b°
0 0
12

Page 1sur8
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Cl03 ADQ9 Corrigé - Caractériser les inerties des solides en mouvement CPGE MP

3. Parallélépipéde percé

1. Déterminer la matrice d'inertie au point G dans la base (x,y,z), d'un parallélépipéde de dimension axbxc, percé d'un
cylindre de rayon R et de masse volumique p. Les deux centres d'inertie des deux volumes sont confondus en G.

Les plans (G,X,y), (G,x,Z) et (G,y,Z) sont plans de symétrie, la matrice est donc diagonale : |[D=E=F =0]|.
Le solide S peut se décomposer en deux solides de forme simple : un parallélépipede 1 et un cylindre 2.

Ona: }G(S)=}G(1)—}G(2) avec my =pVy =pabc et m, =pVj, :anzc :

;G(S)z 0

-(x,y.2)

2. Déterminer la matrice d'inertie au point O dans la base (x,),2), d'un parallélépipéde de dimension axbxc, percé d'un
cylindre de rayon R et de masse volumique p. Les deux centres d'inertie des deux volumes ne sont plus confondus.

Les plans (O,x,y) et (O,x,Z) sont plans de symétrie, la matrice est donc diagonale : [D=E=F =0].
Le solide S peut se décomposer en deux solides de forme simple : un parallélépipede 1 et un cylindre 2.

Ona: lo(S)=lo()—Io(2) .

Le théoréme de Huygens permet d’écrire :

0 0 0
I0(2)=15,(2)+| 0 prR’c-d? 0 car.0G, =dx
2.2
0 0 pmRed iy
Donc:
[ B2 4 2 W, _
pabc —anzc —+— 0 a
4 12
= 2 2 2 2
- . .
I6(S)= 0 pabc are —pnR%c ALY 0
12 4 12
2 2 2
+b R
0 0 pabc(a J_anZC[_+d2]
12 2
- dx.y.7

Sciences industrielles de I'ingénieur 23/11/2016
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Cl03 ADQ9 Corrigé - Caractériser les inerties des solides en mouvement

CPGE MP

Remarque : Attention pour un cylindre creux, la soustraction des matrices de 2 cylindres de rayon R et r, donne une matrice

avec des termes visiblement sommés !!!

Démonstration :

Soit un tube homogéne de masse m, de diamétre extérieur R, de diameétre intérieur r et de hauteur h orientée suivant z .

Soit 1 un cylindre plein de rayon R et de hauteur h.
Soit 2 un cylindre plein de rayon r et de hauteur h.

2 2 2 2
R h r
m;—+m; — 0 0 m,—+m, — 0 0
14 T 4 712
. 2 2 . 2 2
b R h b r h
I, (1) = 0 m,—+m; — 0 et IG, (2)= 0 m,—+m, — 0
(@ Y4 () 24 212
2 2
R r
0 0 m; — 0 0 m, —
15 P
L db L
Ona: I6(S)=I6(1)—/6(2)
[ 2,2 2,2 ]
R h h
my| e |—m, | 0 0
4 12 4 12
R 2 2 2 2
= R h h
Donc I6(S)= 0 my| —+— [—my .
4 . 12 4 12
2 2
R r
0 0 my—-m, —
o B
L b
Ecrivons m; et m, en fonction de m .
2
m m mR
m, =pVj = V=—5——mRth = m=——
Vi-V, (R —r)h R®—r
De méme m, = mr?
) =
R? —r?
m £+R2h2 __4_r2h2 0 g
RZ_,2| 4 12 4 12
. 4 2,2 4 2,2
b R™ R‘h h
Donc I6(S) = 0 L A LT 0
RZ_/2l 4 12 4 12
m R4 r2
0 0 2 2| 2 o
RE-r: 2 2
2,2 2 ]
R + h
T im 0 0
4 12
R 2,2 2
= R™ +r h
Ce quiconduita: |/G(S)= 0 m—
4 12
2.2
R™ +
0 0 mt !
2
L b
Ce résultat provient des différentes masses en question m,m; et m, .
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Cl03 ADQ9 Corrigé - Caractériser les inerties des solides en mouvement

4. Echelle EPAS

1. Déterminer le vecteur position du centre de masse Gs du parc échelle, dans le repére Rs =(0,Xs,Ys5,Zy) quilui est associé.

L Dy . . - R L .
Gs estsitué sur (0',ys), intersection des plans de symétrie (0,Xs,ys) et (O',xs5,Z5) . On a donc : OGg =EX5 +Y6, Vs
— . 13 —\ . 1 .
Avec : yg, =0Gs s =—— (m;0Gi ) s =——m(0G1 -5 +0G2 -5 +0G3 - )
ms i3 3m

— . h_. — — .  h_
Or: OG1~y5=Ey5 0G; -ys =0 OG3-y5=Ey5

P . . L. h_
Dol : yg, =§,ce qui nous permet d’écrire que : 065=5x5 +§y5

2. Donner 'expression de la matrice d’inertie du parc échelle au point Gg dans la base (xs,ys,Zg) -
Les plans (Gs,X5,Y5) et (Gs,X5,Zy) sont plans de symétrie, la matrice est donc diagonale : |[D=E=F=0|.

On ne s’intéresse donc qu’aux moments d’inertie de /6, (S) .

Ona: I, (5) =16, (1) +/6, (2) +/c, (3)

- r _
12 12
R R 2 L 2 2
b b ml 3 m(L” +h<)
Ona:lg (1)=16,3)=| O —_— 0 et I, (2)=| O e EE— 0
G (1) =16,(3) B G,(2) 5
2 2 2
0 0 M 0 0 mt
12 N i
- _(XSIySIZO) k _(XSIySIZO)
En utilisant le théoréme de Huygens, on a :
ISR EAR I - :
6 2 (hjz
m —_— — —
= = h 2 = = 3
l6s (1) =1a, (1)+ - m(ij - les(2)=lg,(2)+] - 0 -
h 2
] =
— | m p— — - —
6 = -(Xslysllo)
- _(5('51}75'20)
] :
- 5 - - h h
6 2 GG, =—yc ——Z
501 6y5 5 %0
B B h 2 h
Et I6,(3)=16,(3)+ - m[zj - GsG, :__)75
hY S B
- - m 5 GsG3 =—ys +—2
- _(X’SIVSIZO)
2
mlilh 0 0
12
R 2 2
N L 7h
Onadonc: |/g (5)=| O m| —+ 0
4 12
2 2
0 0 m h—+L—
3 4 o
- —(XSIySIZO)
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Cl03 ADQ9 Corrigé - Caractériser les inerties des solides en mouvement CPGE MP

5. Chargeur d’outil de centre d’usinage

1. Déterminer, dans la base (xq,y;,Z;), la matrice d’inertie en O; de I'ensemble 2 (out+ch) lorsque le bras est équipé de deux
outils montés symétriquement.

Les plans (O;,xq,y1) et (O;,X;,2;) sont plans de symétrie, la matrice est donc diagonale: [D=E =F =0].
On ne s’intéresse donc qu’aux moments d’inertie de /o, (2) .

Ona: lo, (2)=lo, (ch)+lo, (out)+1o, (out')

_ , _
m_, (b° +
ch( C ) 0 0
12
. 2,2
- m. (e +b
lo, (ch) = 0 Mep(€”+57) 0
12
2, .2
0 0 mch(iz+e )
L dp,
En utilisant le théoréme de Huygens, on a :
2
) ) ) MoutYe T —
lo, (out)=1Io, (out') =l (out)+ - moutx(;2 = car 0,G = —xgX1 +Ygy1 et0,G'=—xgX; — Yl
2 2
L - mout(xG +Ye )
1

Onadonc:

= o =

mh(b +C ) 2

CT+2[I(GI;()(out)+moutyG } 0 0]
. 2,42
b m.,(e” +b
IO1 (2) = 0 % + 2|:I(G,}7) (out) + mouthz j| 0

2,2
m.,(c” +e°)
0 0] ChT+2|:I(G,Z)(OUt)+m0ut (XG2 +yGZ):|
L by

2. Déterminer, dans la base (Xy¥1,Zg), lasmatrice d’inertiesen Ojmde.|’ensembles2u(out+ch) lorsque le bras n’est équipé que
d’un seul outil.
Lorsqu’il n'y a qu’un seul outil, seul le plan (O;,X;,V;) €st plan de symétrie, le produit d’inertie F n’est pas nul. Mais .

Ona: lo, (2)=lo, (ch)+Io, (out)

Avec:
2
MoutYe Moyt X6Ye -
lo, (out)=lg(out)+| My, XGYG moutx(;2 - car 0,G = —xg¥, + Vg
2 2
- - Moyt (XG 7] )
1
Onadonc:
_ T =
m (b +C ) 2
ChT +li6,%)lout)+myy v Moyt XGYG 0
. 2,2
b m, (e +b%)
IO1 (2) = MoutXgYe ChT_{—I(G,y)(OUt)_‘—mOutXGZ 0
2, .2
m (C +e ) 2 2
0 0 ChT +1i6,7)(0Ut) + Moy (X6 +Y67)
L db,
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Cl03 ADQ9 Corrigé - Caractériser les inerties des solides en mouvement CPGE MP

6. Agitateur médical

1. Déterminer, dans la position du modele ci-dessus, une valeur numérique approchée du moment d’inertie par rapport a I'axe
(O3,2z) de I'ensemble mobile {E}. On pourra faire I'hypothése que les épaisseurs des plagues sont négligeables devant leurs
autres dimensions.

Ona: Iy s(E)=ly ;BU+l ;B81)+1y B2+, (33)+1, ;(M2)+1,, ()

z Z
Pour calculer les différents termes de cette expression, on utilise le théoréeme de Huygens :
e Plaque 1 supposée d’épaisseur négligeable :

2
L3y Ly L3
/03,2 (31) =/Galj (31) +mg, [Tj car 053Gz, =7x3 ——=%73
2
(L3s” +hyi®) L3y
Donc: 103’2(31):m31T+m31 ==
e Plaque 1’ supposée d’épaisseur négligeable :

2
)= ' Ly N T
103’2(31 )_IG31"Z(31 )+m31[ 2 j car O3G31| :7)(3 +723

2
\ (Lsy” +h3y) L34
Donc: /03,2(31 )=m31T+m31 7

e Plaque 2 supposée d’épaisseur négligeable :
2 — - -
IOg:E (32) = IG32lZ' (32) + m32L31 car 03632 = L31X3
2

h32 2
Donc: l03r2 (32) =m3, ? + m32L31

e Plaque 3 supposée d’épaisseur négligeable :

Z

2
h — 4
= 24|32 W -, B3
lo3,2(33)_1633 (33)+ m33| d33 +[ 2 j car 03633_d33X3+Ty3
2
h332 2 ( ha3
Donc: /03’2(33):,7-,33?+m33 3 y

e  Moto-réducteur M2 assimilé a un cylindre plein :

2 2 . .
1, -(M2)=1 M2)+m,| x + =
Os,z( ) GMZ,Z( ) 2( Gy yc;,\,,2 ) car Os3Gur X6 3 6,03

2
my Dyp 2 ( 2 zj
Donc: |, -(M2)=—%| 3| == | +h +m,| x +
03,2( ) 12 ( 2 M2 2{ %6, VGW

e Ensemble c assimilé a un cylindre plein :

2 2 - ~
103,2‘ (C) = ch,i (C)+mcr (XG +yG ) car 036C =XGcX3 +chy3

2
m D 2 2 2
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Cl03 ADQ9 Corrigé - Caractériser les inerties des solides en mouvement CPGE MP
7. Rotor d’hélicoptere
1. Déterminer la matrice d’inertie de la pale P1 au point A dans la base (x,u;,V4).
On est dans le cas d’une plaque, donc d’un parallélépipede dont une des dimensions est négligeable devant les autres :
-, _ i 2 _
a a —-a
M— 0 0 il el
12 M 2 M 5 L
: £ s 0 ; —a 2
lg,(P)=| O M— 0 . Le théoréme Huygens donne :/a(P)=1g, (P)+ MTL ML 0
2 2 2
a
o o wmILL 0 0 M I+P2
12 3 )| 4 o
L A(x,uq,v;) L x4y )
— . a.
car AG, :Lx+5u1
= > =
2 m=zE 0
3 2
: —a ar?
Donc: |la(P)=|M—L M— 0
2 3
2 2
+4L
0 o m2
3 L.
L (X ,uq,vy)

2. Montrer que la matrice d’'inertiejen A de quatre masses ponctuelles m , positionnées de la méme maniere sur chacune des
pales (avec AT)lzb-)?+c-)7+d-E ), est diagonale dans la base (X,y,Z). En déduire que la matrice d’inertie du rotor est
diagonale au point A.

Soit une masse ponctuelle m :

- positionnée au point p; surla pale P1 tel que : AT)l =b-X+c:y+d-Z ;

- positionnée au point p, surla pale P2 tel que : AT)Z =—c-X+b-y+d-Z ;

- positionnée au point p; sur la pale P3 tel que : A—p3:—b~)"<—c-)7+d~f ;
- positionnée au point p, sur la pale P4 tel que : A—p4:c->?—b~;7+di ;

Le théoréme de Huygens nous permet d’écrire :

i - —-mbc —mbd i / b-c c-d
lalpy)=| -mbc -  —mcd La(g5) =m-| beem. [ mp. d
-mbd —mcd - M55 c.d —b-d / e,
) / -b-c b-d i / b-c —c-d
}A(p3):m- -b-c [/ c-d }A(p4)=m- b-c / bd
b-d c-d / (%.5.7) —c-d b-d / (%.5.7)
) ) ) ] ) / 0 0
Onaalors: }A(Zpi)=}A(P1)+;A(pz)+;A(P3)+}A(P4)= 0/ 0
0 0 /gy

On en déduit que la matrice du rotor est diagonale. En effet, pour chaque point p; de la pale P1, il existe des points p, , p5, et
p, des autres pales respectant les conditions du calcul précédent.

On peut méme généraliser a toute hélice ou rotor de n pales identiques réparties régulierement.

Remarque : on peut montrer que cette matrice est diagonale en raisonnant sur les symétries matérielles et leur lien avec le
calcul des produits d’inertie. En effet a tout point My (b,c,d) de la pale P1, il existe un point :

- M, (—c,b,d) de la pale P2;

- Mjz(=b,—c,d) de la pale P3;

- My (c,—b,d) de la pale P2.
Sciences industrielles de I'ingénieur
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Cl03 ADQ9 Corrigé - Caractériser les inerties des solides en mouvement CPGE MP

On en déduit que : F s, =0, car:

- le produit d’inertie Fpy_py = I x-ydm de I'ensemble des pales P1 et P2 est donc nul.
P1UP2

- le produit d’inertie Fp3_ps = J. x-ydm de I'’ensemble des pales P3 et P4 est donc nul.
P3UP4

Onaaussi: E

rotor =0, €ar:

- le produit d’inertie Epy p3 = j z-xdm de I'ensemble des pales P1 et P3 est donc nul.
P1UP3

- le produit d’inertie Epy _p, = j z-xdm de I'ensemble des pales P2 et P4 est donc nul.
P2UP4

Onaaussi: D

rotor =0, €ar:

- le produit d’inertie Dp;_p3 = j y-zdm de I'ensemble des pales P1 et P3 est donc nul.
P1UP3

- le produit d’inertie Dpy _ps = I y-zdm de I'’ensemble des pales P2 et P4 est donc nul.
P20P4

Par ailleurs, en voyant que (A,z) était un axe de symétrie, donc axe principal d’inertie, on savait que .

3. Déterminer la matrice d’inertie du rotor (les 4 pales) au point Ardans la base (x,y,z).

Seuls les moments d’inertie nous intéressent car la matrice recherchée est diagonale. Plutét que
d’utiliser la matrice de passage de labase (X,u;,v;) a la base (x,y,z) , il est plus simple de calculer

séparément les 3 moments d’inertie :

, r
vi mit o
3 2
0 0 0
- - . a 4P ar’
lay(P)=y-1a(P)py -y =| cosa . _MEL M? 0 -| cosa =| cosa . MT~COSO(
—sina ) - - - —sina. ) - - - —-sina ) - - -
(X,y,v) 2 42 (x,01,v1) (%,00y,v4) 2 a2
0 o M2 M sina
- 3 _(;lallgl) (;(:all\?l)
2 2,42
4/ a M
lay (Pl)zMT-cosonM sin® ol = 15,7 (PL) =B =?(4L2 +a”sin’ (x)
2 a i a
M— -M—L 0 -M—L-sina
3 2 2
0 0 0
L L] a a2 . . 4
laz(P)=2-1a(P)p1 -Z =| sina : _MEL M? 0 -| sinal =| sina : M?-sma
cosa ) - - cosa ) - - cosa ) - -
(x,uyq,vy) 2 +4L2 (x,uy,vy) (x,uy,vy) 2 +4L2
0 o mII™ m2 .cosal
- 3 —(;(:01,\71) (;(1171,‘71)
2 2472
4/ a’+ M
IA,E(PI):M?~sin2a+M—3 -cos’a = IAIE(Pl):Cl:?(4L2+azcoszoc)

En procédant de la méme maniere avec les 3 autres pales OU apres avoir remarqué, en observant la répartition de la masse de
chacune des péles par rapport aux axes du repére (A,X,y,Z), que:

A =A3=B,=B, 2-A +2-B; 0 0
By =B3=A, =A, = lalrotor)= 0 2-B+2-A; O
Cl :Cz = C3 :C4 O O 4 'Cl (;';,E)
ZTM( 2(1 4 sin? a)+4L2) 0 0
On en déduit que : ;A(rotor): (0] ZTM( 2(1+sin? (x)+4L2) 0
0 0 ﬂ(4L2+a/2 cos? a o
3 (x,y,2)
Sciences industrielles de I'ingénieur 23/11/2016 Page 8 sur 8
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REPUBLIQUE TUNISIENNE INSTITUT PREPARATOIRE
MINISTERE DE I’ENSEIGNEMENT AUX ETUDES D’INGENIEURS
SUPERIEUR . DE MONASTIR
ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE
UNIVERSITE DE MONASTIR

Section : M_athématique — Physique & Physique — Chimic
TD N°3 de STA-MSI
EEUDE DIUNE PINCE VIBRANIE: "

a- Principe de fonctionnement : -
Dans les trés grands domaines (Espagne, ‘Turquie, Amérique du Sud,-etc.), les olives sont récoltées
mécaniquement. Le mécanisme qué nous allons étudier est unc pince vibrante permetiant de faire vibrer
I’arbre ot d’entrainer ainsi la chute des olives sur un filet préalablement mis au sol (figure 1). Le conducteur
approche I’arbre. La pince hydraulique est alors positionnée par rapport a I’arbre puis serrée sur le tronc.
Ensuite, {a pince est mise en vibration pendant 2 4 15 sccondes, entrainant la chute des olives. L’engin cst

ensuite positionné sous un autre arbre. L’opération de prise du tronc et la vibration ne doivent pas blesser la

partie superficielle du tronc.

e i : Crdsis Celapns
Piats éimiques s 3u [ Tedses celagnti

hiTSS G Fgf /
'\.' 'i o’ » N -
* (F} by devaBin

IR F ot ol LR

Figure 1 : Schéma général de la pince vibrante

La figure 2 présente le schéma cinématique minimal de la pince vibrante.

M
. Page1l
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GGCO]

: A
4 H h;&_* rﬁw*hT‘.ﬂJa,
Fe(a] e (6]
T(Fe2Uo) =0
ceYul et (2]
- DT T . nero—a1 .1 [-3] )
— «Figure 2 : Schéma cinématique minimal delapincevibrante. . ©S(5J< 13{ =~

vloeg3) =0
DAEBLlo) =0

2@

— - v — -7
Vo oo_ 2 4V Ys ¥ P (BeU) =0
i P
X
P Xo
& Mouvement de 1/0  Mouvement de 2/0 Mouvement de 3/0 Mouvement de 4/0
b . .
W . Figure 3 : Rotation plane des piéces
On donne :

OF=i()X, FC=-cX:-dl2, BC=-2¢X, BA=IXs, AD=2e%, DC =-x(OX, |
OB=2IX,~1Y, Bl=-b¥, BF=-ck

Aveca, b, c,d, e et { des constantes positives. A(t), x(t), a , J,0et ¢ sont des paramétres variables.

2
b- Modélisation de la piéce (2) :

" On sﬁppose qu'é fa pitce (2) (voir figure ci-dessous) est de forme cylindrique percée dé masse m; et de rayon
(R, R;) et.de longueur L. '

s s,

P v e ! ‘ pon——— - R W S = m’
TD STA-MP-PC, Novembre 2017 ) . _ + . Page2
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Section
transversale de (2}

Figure 4 : Modélisation de la piéce (2)

c- Hypothéses sur la partie dynamique :
o Toutes les pi¢ces du mécanisme sont supposées de masse négligeable  I’exception de (1), (2) et (3)-

o~ Le solide (1) de masse my, de centre de gravité O et de moment d’inertie [w 5 =
el Z

o Le solide (2)_dc masse my, de centre qc_t gavité T et de matrice d’inertie : -
4, 0 0
I:@i=| 0 B, .0
. 0 0 B 21p2

o Le solide (3)demassc ms, de ceifitre de gravité D et de moment d’inertie 1 il 134
o  Toutes les liaisons sont supposées parfaites.
o Le moteur (M) exerce sur le solide (1) un couple moteur :E: = —C,,,Z,-' .
e} L’action de la pesanteur est g= —g_'Z() !
o. L’action de fronc:de -'l.’olivicr sur (2) est modélisce par F; =1 Fe ,au point L. i e -
o L’action de la lidison de la pigce (6) sur la piéce (1) est réduite a E — H—)E

o  Levecteur OH est porté par )?1

25 3 b -.“!I’ul.‘-fr..&-:\ll S SR RN
1. Tracer le graphe de liaisons en identifiant les liaisons entre les différentes piéces.

2. Ecrire, dans la base By (Yo,?o,Zo) yle éystéme d’équations cbrrespondant a la fermeture de-

la chaine cinématique constituée par lessolides (0°-1 = 6-2-0).
3. Ecrire, dans la base Bo(:Y_o,?o,Zo) , le systéme d’équations correspondant a la fermeture de
la chaine cinématique constituée par les solides (0 -3-5-4-2-0).

Déduire le nombre dé degré de liberté du mécanisme _
R I A -',;_.J:_;_ 2 --Eu smBlt Ene Bu e W SWTT  tuu at

5. Trouver les torseurs cinématiques représentants :

a. Le mouvement de (1) par rapport a (0) au point O.

b. Le mouvement de (2) par rapport' a (0) au point F en foriction de A, A, a.

‘ , e3 -
TD STA- MP-PC,Novenibre 2017 . gk

I D +216 24331941 Iﬂ myprepa27 I I@l my__prepa I ) +216 24331941


HP
New Stamp

HP
New Stamp


6. Trouver le vecteur vitesse de (6) par rapport 3 (0) au point F en fonction de f:

7. Ecrire la condition cinématique au niveau de la lidison pivot, au point F, entre (6) et (2). En

déduire le systéme d’équations, projetées dans la base BO(X’ o, Yo, fo) , qui en découle,

L GEOME’I RIE DES MASSES:

8. Montrer que la matrlce d;lnc;rlle de (2) (ﬁg 4) est dc la forme sulvante dans la base de R 2
4, 0 0
[.@]=l0 B, o
0 0 B -

9. Trouver le moment d’inertie A,

10. Montrer que 2B, = 4, +2Ix2drzz

11. Déduire alors B,

12. Veérifier si la piece 2 est équilibrée dynamiqucmcnt

a3 Trouver les torseurs cmef.lques sulvants

{C(UO) }0 {CEZI 0) } F {q3/ 0) }D
14. Trouver le torseur dynamique de (1) dans.son: mouvement parrapport a (0).au point O :

L B,

15. Faire le-bilan.des.actions mécaniques extérieures, appliquées au.solide (1). En déduire dans la

base By le torseur des actions mécaniques exté_rieures appliquées au solide (1) au point O,

16. Etablir le systéme d’équationsiscalaires obtenw par-’application du Principe Fondamental de la
Dynamique au solide (1) dans 'son mouvement par rapport a (0). Déduire les inconnues de
liaison. ' _ |

17. Calculer I'énergie cinétique du systéme mécanique $)=1{1,2,3,4, 5,'6} en mouvement par
rapport au béti (0). .

18. Calculer la pu'issance des actions mécaniques extérieures appliquées sur le systéme (S) dans
son mouvement par rapport au béti (0).

19. Calculer la pui‘ssance intérieure développée par les actions mutuelles entre les pieces du
systéme (S). '

\20. Par application du théoréme de I’énergie cmethue au systeme (S) dans son mouvement par

rapport au béti (0), déterminer I’expression de E,..

-TD'STA-MP-PC,Novembre 2017 . - o N A Page 4 .
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REPUBLIQUL TUNISIENNE INSTITUT PREPARATOIRE
MINISTERE DE L'ENSEIGNEMENT SUPLERIEUR AUX ETUDLES D‘INCEN[EUR.S
ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE DE MONASTIR
UNIVERSITE DE MONASTIR

Section : Mathématique — Physique & Physique — Chimie

TD de Mécanique Générale

Etude d’un Broyecur a michoires

Le broyage consiste & réduire des matériaux solides de grandes tailles en plus petits morceaux. Ce sujet
porte sur un broyeur a méachoires. La figure 1 représente le schéma cinématique de ce mécanisme. 11 est

constitué principalement des éléments suivants :

e Le bati [0] est lié au repere absolu R (0,X,.¥4.Z,) supposé galiléen,

 L’excentrique [1], lié au repére R,(0,%,,7,,Z,), est en liaison pivot d’axe (0,Z,) avec le béti [0]. Son
mouverment est paramétré par ’angle a=(%,,X,)=(,.y,) (figurc-2.2). 7

e La bielle [2], lie au repére R, (A,X,,¥,.Z,) est en liaison pivot d’axe (AZ;) avec ’excentrique [1].
Son mouvement est paramétré par ’angle [3=I( Ko%= (¥g.y,) (figure-2.b).

_® Le volant [3], li¢ au repére R, (C.X;,¥:.Z,), cst en liaison pivot d’axe (B.z,) avec la biel[c_i?_,l. Il est

. - . P - N . — Ad T e e - - -
également en liaison linéaire annulaire d’axe (C,%,)avec le bati [0]. Son mouvement est parametre

par angle 6=(%,.%,)=(,.7.) (figure-2.0).

e La bicllette [4] liée au repére R, (B,X,,¥,,Zo) , est en liaison pivot d’axe (B,z,) avec le volant [3]
-

Son mouvement est paramétré par I’angle @=(X,.X,)=(¥,.y,) (figure-2.d).
o La méachoire [5], liée au repére R, (D,X,,¥;.Z,) » €st en liaison pivot d’axe (E.X,) avec la biellette [4].
Elle est également en liaison pivot d®axe (D.z,)avec le bili [0J«"Son mouvement est paramétré par

Pangle w=(Zy;%)=(F,.¥s) (figure-2.¢).

s
On donne: ‘ .
OD =a,%, - b, ¥, OA =13,%, TR DE =EF =b, ¥,
OC=A%,-b, ¥, Xé':az"l BE =a, ¥, o

Ou: *a,p, 0, ety sont les paramétres angulaires du mécanisme.
* A est un paramétre de translation. '
ay, a1, ay, a3, a4, by et bs sont des constantes géométriques du mécanisme.

AR e oL P et o s lommpeisizran)

TD de Mécanique Générale IPEIM Page 1/4
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i ((5{‘ t/a]- 0
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0C  : vuy
o | : D S
—~ { .
< 7 i i (B(- )
Vo4
= -0 =
}'1\ @ ZD
o _
“ X,
O Xo ) 5,
Figure-2.a : Mouvement de |1] par Figure-2.b : Mouvement de [Z] par Figure-2.c : Mouvement de [3] par
_rapport 4 [0] rapport a |0} rapport a [0]
U T 1 . — % _
J4 :\;_.5 4] @ ZU
v -
L };c
ki N
-:-\;4 . . D if0
Figure-2.d : Viouvement de [4] Figure-2.e : Mouvement de [5]
par rapport [0} ‘ par rapport a 0]
0 Partie I. Etude géométrique ¢t cinématique
1. Tracer le graphe des liaisons et identifier les liaisons entre les différents solides.
2. Ecrire, dans la base 8,(X,.Y,.Z,). 1€ systtme d’¢équations correspondant a la f{ermeture
géométrique de la chaine constituée par les solides ([0]-[1]-[2]-[3]).

“Page 2/4
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0.

10.

11.

Les différents solides admettent les calactensuques inertielles suivantes :

Ecrire, dans la basc B,(X,,¥,.Z,). le systeme d’¢quations correspondant a la fermeture

géométrique de la chaine constituée par les solides ([0]- [3] [4| -[5D.
Déduire alors le degré de liberté du mécanisme. - -
Déterminer le torseur cinématique, au point O dans la base 8, (% ,,¥,.7,). de I'excentrique [1)

dans son mouvement par rapport au bati [0] : { U‘(I/O)}
0

Déterminer le torseur cinématique, au point A dans la base %, (X,.¥,.7,), de la bielle {2] dans

son mouvement par rapport au bati [0] : {?}(2/0)}
A

Détermincr le torseur cinématique, au point C dans la base B,(X,,¥,y:2,), du volant [3] dans

son mouvement par rapport au béati [0] : { U(BIO)} .
C

Ecrire la condition cinématique au niveau de la liaison pivot, au point B, entre la bielle [2] et
le volant [3]. En déduire le systeme d’équations, projetées sur la base %,(%,.9,.Z,), qui en

découle.
Déterminer le torseur cinématique, au point D dans la base 3, (X,.¥,.Z,), de la machoire [5]

dans son mouvement par rapport au bati [0] : {U‘(S/O)}
D

Déterminer le torseur cinématique,.au point E dans.la base 3, (X,,y,,Z,), de la biellette [4]

dans son mouvement par rapport au bati [0] : {?}(4/0)} .
: : . 5

Ecrire la condition cinématique au niveau de la liaison pivot, au point B, entre le volant [3] et
la bicllette [4]. En déduire le systéme d’équations, projetées sur la base £,(X,,¥,,Z,), qui en

découle. .

o e

S Rarticll Btude cinglique = | dev. i gl
’ i B AT Y

i N ?
:' Frre ree o 'r-u‘ fie <

L cxcenluque [1] est de centre d’mertle O et de moment d’meruele ipar tapport & I’ axel(@ 743 \
|

Jy = oz, (1) - Cetaxe est-principal'd’ inertie pourlap1ece 1. 1 ’ T?“y

S
I.a massc totale[ Jdu volant [3] est concentrée au pomt C e v 7
[.a michoire [5] de masse ms est.dc centre.d’inertic | et de moment d’inertic Js par rapport ¢ éf
Iaxe (D,Z,) : I = L (5) - De méme, cet.axe est principal'd’inertie pour la picce [5]. ‘

1

¥

Les autres solides sont de masses négligeables.
La ligison entre (0) et (3) est supposce avec [rollement de glissement de coefficient f.

Le plan P(O, Xo, YO) est supposé un plan de symétrie du probléme.

L’action de la pesanteur est §=—g7, .

L’action du matériau & concasser transmise au volant [’%1 est représentée, au point C, par la
force : F (Mar—3) = I, X -F, Y

Pour exprimer le torseur des actions mécaniques transmissibles associé 4 une liaison Ly au point
Q entre deux solides (i) et (j)(i<j), on utilisera la notation suivante :

I i
o /\ (
. ) )

s P9

v {2hYDEnk L ——

e S— T T Tl ST S— A KA 4PN A (T €M oo e L ol b b ety o

TD de Mécanique Générale IPEIM
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14.

ot
:Jl

16.

17.

18.

24.

25.

26.

27.

28.

29;
30.

. . . . . . * iz“d
Donner les formes des matrices d’inerties suivantes tout en justifiant votre®réponsc »

[[u”)]m ct l’n(:’).]ﬁs‘ ® i
Vérifier si les picees [1] et [S] sont équilibrées dynamiquement sachant que leurs axes de .
rotation sont respectivement (0.7,) et (D.Z,). '

Déterminer le torseur cinétique, au point O dans la base 8, (X,.¥,.7,), de 'excentrique [1]
dans son mouvement par rapport au bati [0] : {(6(1/'0)} :

0
Déterminer le torseur cinétique, au point C dans la base %,(X,.v,.Z,), du volant [3] dans

son mouvement par rapport au bati [0] : {8(3/0)} .
C
Déterminer le torseur cinétique, au point D dans la base B,(X,,¥,.Z,), de la méachoire [3]
dans son mouvement par rapport au bati [0] : {g(S/O)} .
: D

Déterminer le torseur dynamique au point C dans la base 8,(X,,¥,,Z,) , du volant [3] dans

son mouvement par rapport au bati [0] : { o}c

Soit ’ensemble {E} =-{1, 2, 3,.4,:5}.-Trouver alors-1’énergie cinétique-de ensemble {E}
dans son mouvement par rapport a [0].

. Partie HL Etude dynamique” "~ 1%

Identifier les composantes normale et tangentielle de la réaction de [0] sur [3].
Préciser le signe de la composante tangentielle de [0] sur [3].

. /;\ 3T }
Donner alors I’ expression du torseur des Actions mécaniques.de [0} sur {3} ¢ 93 /C

Par d';ilali‘éatior_l de la loi de Coulomb dans le cas du frottement de glissement, trouver une
relation entre Jes composantes normale et tangentielle de la réaction de [0] sur [3].

Isoler le volant[3] et faire le bilan des actions mécaniques extérieures exercées sur ce
solide.

Ecrire, en leurs points d’application,dans la base. 8,(X;.¥,,Z,) les torseurs des actions

mécaniques exiérieures exercees sur le volant {3].

Déduire alors le torseur.somme des actions mecaniques extérieures exercées sur le volant
[3] au point C.

Appliquer le principe fondamental de la dynamique (PFD) au volant [3] en mouvement
par rapport a [0] et déduire le systéme d’équations qui en découle.

Montrer que ]’on dispose de quatre équations & quatre inconnues. Enumérer les inconnues
de liaison. Déduire enfin les inconnues de liaisons.

Calculer la puissance- des actions mécaniques extérieures exercées sur {E} dans son

mouvement par rapport a {0].
Calculer les puissances intérieures a {I£}.
Appliquer le théoréme de 1’énergie cinétique a I’ensemble {E} dans son mouvement par

rapport a [0] et déduire I’équation scalaire qui en découle,
pp q

i T

TD de Mécanique Générale
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Filiére : MP2 & PC2 _
TD N°2 de : Systémes Techniques Automatisés (STA)

Octobre 2020
PETUDE D UN EMBRAVAGE/ASSISTED'UN'BUSE

En ville, la conduite des bus nécessite des répétitions fréquentes de la manceuvre d’embrayage. Pour améliorer le
confort de conduite, on peut assiter la force musculaire du conducteur, par une commande électrique de
’embrayage. Ainsi, il devient nécessaire de renseigner l'unité de contréle électronique sur les intentions du
conducteur. Le calculateur controlera directement un actionneur électrique qui manceuvrera ’embrayage de fagon
optimale. L'automatisation de la fonction embrayage permet de corriger les éventuelles fausses manaeuvres du
conducteur et d'assurer la fonction anti-calage du moteur. La figure 1 représente la mise en situation du probléme,
‘tandis que la figure 2 présente le schéma cinématique minimat de ce mécanisme. L’unité de controle détecte une
action du conducteur. Elle décide dactionner uri' motoréducteur (nori représenté) qui provoque la translation de la
tige [3] (mouvement d’entrée). Cette derniére va agir sur la pédale [2] par I’intermédiaire d’une roue [4] et
provoque son pivotement (mouvement 2 la sortie du mécanisme) et ainsi une action mécanique sur la pédale

d’embrayage permettant ainsi d’assister le conducteur.

o
_“Y_'_1> 0

“Modélisation
géométrique de
la pédale 2

Figure2. Schéma cinématique minimal du mécanisme d’embrayage assisté

TD N°2 de STA MP2 & PC2 & T2 Octobre 2020 Page 1/5
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Dans cette étude, On adopte le repére absolu R(0,X,,¥,,Z,) supposé galiléen lié au bati [0].

On donne : Od=-aX, s PA= —z(l).i ;PB = —b.z ;CD = x(£).X, ; DB = R.z ;0C = —a,.X, ~b,.Z,

Avec: a, b, ap et by et R sont des constantes positives.

z (1), x(1), a et @ sont des paramétres variables dans-le temps.

[ R R s e T e R
La pédale [2] est assml e a une plaque rectangulalre (21) de masse m; et de dimension (L x h) percée par une

petite plaque rectangulaire (22) (L/2 x h/2) centrée en B. Une tige [HP] liée & cette plaque percée est de longueur
(b) supposée de masse négllgeable La pédale [2] est représentée dans la ﬁgure 2.

Danscette partle on suppoe queﬂ
* [2] : n’est plus assimilé & une plaque mais supposé.de masse M concentrée en B.
* [3] : est de masse m; et de centre de gravité G situé sur Iaxe (C, X;).
¢ [4] : est assimilée 3 un disque de masse m et de rayon R.
* Les autres sofides sont supposés de masse négligeable.
* Toutes les liaisons sont supposées parfaites & 1’exception des liaisons glissiéres entre (3) et (0) et entre (1)

et (2) qui sont supposées avec frottement de glissement de coefficient f.
e Leffet de la pesanteur est donné par : E = —g.z; . L’effet de la pesanteur sur (2) est negligée.

* Une action mécanique extérieure Fex appliquée sur (2) est modélisée par une charge uniformément répartie

d’amplitude F présentée comme suit :

Figure 3, Modélisation de la charge répartie sur Ia pédale (2)

C2&T2 . Octobre2020 Page 2/5
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Partie A : Technologie de conception

1. Compléter I'actigramme A0 du mécanisme d'cmhmyagc

................

by M RY /P 3“3’

» AGHH

oot bk o )
s m‘\\m“n"'* 0

‘)P \/)l
T EwnbAoyase ASjige

f))u“\ { Iﬂja(“ﬁ‘ LIT"’)

h rb:)—

P

U .
2. Enseréférant a la vue d’ensemble en coupe (DT1) du motoréducteur, compléter le tableau suivant.

Numéro du composant

Nom Technologique

Réle dans la chaine de transmission

’ QQ(N&‘\-Q_ MnaYu e rNo¥im Ao Z Yo tone )
9 \]"g gCHC w\e’v .%\-t\v ‘l« ‘ii(ﬁ \f\) anle ko‘&?)
6 Paformunt of Lille CDM\M st L e
26 EI |E h _ e
EQQQ\.Q‘nE RMV—U\ ™ ‘(!\\QM\QM 20N
10

‘Qou( }:QM\(-&

TNapshdine L puiyetee

Partic B : Géométrie des masses (voir figure 2)

18 '1 rouver le centre de gravité de la pédale 2 : BG bp:‘

2. Sachant que le moment d’inertie de [2])'par rapport 4 1’axe

d’inertie de [2] et justifier votre réponse.

—A

e

—
0 weran
(&3

) est I;, donner la forme de la matrice

3. Vérifier si la pédale [2] est équilibrée dynamiquement suivant [*axe (B, }—"0)

4. Calculer le moment d'inertie 7, en fonction de m; et h:

Partie C : Etude géométrique et cinématique

1- Tracer le graphe des liaisons (sans considérer le moteur et le pignon associé) en identifiant les liaisons entre

les différents solides.

2
)

Ecrire I'équation vectorielle de la fermeture géométrique de la chaine 0-1-2-3-4-0. Par projection dans la base

B, (%,,V,.7,) . trouver le systémes d'équations scalaires qui en découle.

001/0) =

§. Calculer les veoteurs vitesses V(A €1/0), V(A €

O N2 de8TA

020) & e,

Déduire fe vecteur vitesse V(B & 2/0).

CMPZ A

Exprimer X(f) en fonction de @, @ et z(f) et les paramétres géométriques du mécanisme.

Déterminer les vecteurs instantanés de rotations suivants,

QB30 = . U0 = o

2/1) eten déduire V(A € 2/0).

a2 Octebae 2029
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7- Calculer le vecteur vitesse V(D € 4/0) en passant par C.

8- Déduire le vecteur vitesse. V(B e 4/0)

9- Déduire alors le vecteur vitesse f(B €4/2) et ’exprimer dans la base B1 deR1.

10- Sachant que le contact en B entre [2] et [4] est toujours maintenu. Déduire alors une relation scalaire.

11- Trouver alors la vitesse de glissement en B entre [2] et [4] : ?(B €4/2)

12- En supposant que le contact en B entre [2] et [4] est sans glissement, déduire alors une relation scalaire.

Partie D : Modélisation des actions mécaniques

1- Enoncer la Joi de coulomb dans le cas du frotlement de glissement dans la liaison entre (0) et (3) au point C.
Donner alors la forme du torseur d’action mécanique de (0) sur (3) au point C :

2- Tracer le graphe d’interaction appliqué au mécanisme {S} = {1, 2, 3 ,4}.

3- Isoler {S}et faire I'inventaire des actions mécaniques appliquées sur {S} :

4- A partir de la figure 3, trouver ’expression du torseur de |’action mécanique du conducteur sur la pédale 2 au
point B.

5- * Ecrire chaque action mécanique en son point d’application.

TD N°2 de STA MP2 & PC2 & T2 Octobre 2020 Page 5/5
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