Série d’exercices .

IPEIN
Classes SM Intégrales dépendant d’un parametre
Exercicel: »
1/ Montrer que: ¥z € R, ’application £ — arctan’fy~ est intégrable
sur ]0,--ool[.
On note f : 2 +— foree —-(———g—r)-“ic“l‘i‘t(“ dt.

et calculer f '(m) pour z € R.

f est de classe C* sur R

2/ Montrer que
Vz € [0,+0o], f(z) =

3/En déduire que:
pour = € R.
4/ En déduire que

Z log(x + 1) et exprimer f(z)

fo'*’?"’ (2‘-!9—';-‘:‘—“-?'-)2 dt = mlog2.

Exercice2: |
On considere la fonction &k(z) = J"w exp [-—% (%;-}- tz)] dt. .
1/ Prouver que k est continue sur R . e :
2/ Montrer que k est dérivable sur R*.

3/ En fajsant le changement de variable u =
de k'(z) , prouver que k' (z) =—k(z) pour tout z >0 .
4/ En déduire 1’ égalite k(2)=% =lzl. pour tout z € R .

£ dans expression intégrale

Exercice3:
On considére les fonctions définies sur R par :

_ (Feo cos(iz)
F@)=[ e dt G) =)o e
1/ Montrer que.F et G sont continues sur R et calculer F(0) et G(0).
2/ Prouver que F'(0) — F(z) + G(z)=0C |z| avec C = f;w gi—f;-idt.
3/a- Démontrer que G est de’classe C? sur R et que G'=F
" 'b- En déduire 'expression de F sur [0, +0o[ puis sur R . '
4/ Donner la valeur de la constante C. : '
. '5/ Prouver les égalités suivantes pour a >0
1 (e® — 1+ 2a).

+o0 int _ - . + . :
0 Rféri?ﬂdt“iﬁ(l"e %) et Jy wﬁ%%}%ﬁdt"—"m

I

Exerciced:
- Soit. F(z) : fo+°° et ERLdi Jigh® &
A ;; IA/Iontrer que F est définie sur ]0, +0cof.
. 2/ A D’aide d’une intégration par parties montrer qu’ éfinir '

. ' ' qu’'on peut défini

3/ Prouver que F' est continue sur [0, 4-col. P F en 0-.
(on pourra considérer la série S Up O Uy 1 E — [, (n+1)T —ztgint 4y)
4/ Montrer P 1 T iy " . & )
; que F est de classe C* sur )0, +-o0] et calculer- F"

5/ En déduire que Vz € [0 — T . )
Ewi: que [ 1+00[’F($) = 5-—-m'ctan:z:,etquek 400 Q'?—tdt =

Pourz € R. on pose F(:z:) = [lenz ) 5

e - = Jo Spm—dt et = [Te W

1/ Etudier la continuité de F eg caléﬁer F(0) etc'.; (zl:.t)m JIE')'(::) I
) . ‘ ' Tt OO )
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e F' cst de classe Ot sur R et on a:

2/ Morsrer gt 2
vezeR : F(z)=—2e"% G(x) ) i}
3/ En déduire que vz € R, F(z)+ C:‘l (z) =%
4/ En déduire la valeur de, F0 e du

. 0
5/ Soit f:z — foFes l‘;%g—‘—dt
- Montrer que le domaine de définition de f est [0, +oc0| et étudier sa con-
tinuité et sa dérivabilité. ' 2 ~
" b- En déduire que: Vz € [0, +c0, 0+°° L%’:—-—dt = /1T
. - Retrouver ce résultat en faisant un changement de variable et une intégration

~ par partics.

Exerciceb:

— T a2 , )

1/ Montrer que P’application: § — 51-:%;— est intégrable sur R pour tout z =2 0.
2

On définit alors I'application f:x — é*"x-' Eﬁ_-frdt sur Ry .

2/ Montrer que f est continue sur R, et déterminer f (o) et zEIfw F(=z)

X pANEC,
3/ a- Montrer que f est dérivable sur.R% et eafeu:le!‘} (z) pour x > 0.
& _. ’ ’ yd .' L3 ! .' éw - W {\M# *
b- Moatrer que f est solution de 'éguation différentielle (E) : ¥y —¥ = 7z

avee I =. f0+°° e~tdt. '’ .
¢/ En déduire que f(z) =2 (1 [)="e" at) e
d/ Donrer alors la valeur de I.

ExerciceT: ‘ _
'1/ Montrer que la fonction ¢ & t*~1e™? est intégrable sur 10, +o0|,

pour tout z > 0.. . .. . & :
On pose T'(z) = [ t° “le7t dt, sur ]0, +oof..

2/ Mont:rer que pour x >0 : I'(z + 1) = zI'(z), en déduire I'(n) , n € N*.
Z Mont:er que I est de classe O sur |0, +oo].

/ pour sout n € N*, on pose fp i [0, +oo[— R , 'application défini :
Falt) = (1-2)"si0gt<net fn(;t) =08t>n. or o P
b II\J’Ion{:rcr que fo(t) <e™* ,V¢z0

- Fn dédui . — : ' —-—
éduire que : I'(z) = lim ['(1- _%)“ta ldt ,Vxz>0.

=00
n!

é— Montrer par recurrence sur n € N* q 1
e S * € que fo (1 —t)"t=—1ldt =
d.,Enl dSitie que : F(x) = lim :z(a:-i-?)r:?é:c+n) , VT >0. 3_(5-'+1)---(z+n)

Tiueb=}=0C
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