" IPEIN SERIE D’ANALYSE N°6 Section : SM

Séries entiéres et familles sommables

Exercice1:
Déterminer le rayon de convergence de chacune des séries entieres :

Dy o R D D

nz21 n22 nz0 nz1

5) Z(sm——)x“, 6 Z('vn‘ﬁ—'vﬁ)zn, 7) }: nan (-0

n21 n=21 nzl nz=1

Exercice 2 :
Déterminer le rayon de convergence et ca[culer la somme de chacune des séries entieres :

1 Z(“ )n 3 En —2n+3 X

n22 n>1 nz20 .

' ST R VA B
; 4) Z(n:i-l)cos(an)x , 5) Z(2n+1)(2n+2)x2 *2, 6) Z(1+—2-+ +—n)x.

nz0 n20 . n1

Exercice 3 :

Montrer que f est développable en série entiére et donner le rayon de convergence. Calculer f™(0), vn € N.

2 —
@ fx)= In (Tz-_—_%). (i) f(x) = arctan (1 = z), (i)  f(x) = sin(2x) cos x.

- Exercice 4: -
- Montrer que f est de classe C sur R et calculer f™(0),-Vn € N.

sh(y%)
1‘/'_

six>0.
f) = 1  six=0.
- sin(+v/—x)
—'(———-— six<0
N

Exércice 5 :

1. Développer en série entiére la fonction ¢ et calculer le rayon de convergence o :
1

V1= 4x2'.

Fx) = _ Z( Nz "

- a) Montrer que F est de classe C= sur R et qu’elle est convexe sur R.

qo:xi—)

2. Onpose:

b) Montrer que Vx > 2, lafonction:t - F(t)e™ estintégrable sur [0, +oo[ et que V x € 12, +co[ :
- +oo )] P
F(te*dr = — >
0 1/x2 —4
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Exercice 6 ¢

On définit sur R la fonction f par:

T

f(x) =J’ e—ixcosB deo.
. 0
1. Montrer que f est de classe C= sur R et qu’elle est solution sur R de I’équation différentielle
(&):xy +y +xy=0.
2. Déterminer les fonctions développables en série entiére sur R et solut
3. Montrer que f est développable en série entiere sur R. En déduire la va

ions de 'équation différentielle (€).

Exercice 7 :
On définit la suite (Wy) par: wg =1, wy =0 et 2nwy, = 2(n — DWn1 + Wn-2,

vn = 2.
1 Prouverque ¥n =2, /o < w, <L

2. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere Y, wyx™. Onnote W sa somme.

3. Montrer que W vérifie I'équation différentielle : 2(1 - x)y — xy = 0. Déterminer wW(x).
Exercice8: TS

Dans chacun des cas suivants montrer que la famille est sommable et calculer sa somme.

o .
i+j 1
on admet que z ==
n 6

o &), . © (e

24 ) pyen?’ (p+a) A +1+ ) e fs
ExerciceS: ¢.< '

On pose pour tout x el-11[:

otr d(n) est le nombre de diviseurs positifsden. -
2. En déduire que @ est de classe C®sur ]=1,1[ ét déterminer son DL10(0).

Exercice 10; ©- S
On pose :
4oo " ) l B +;a i
: - X
f(x) = Z [—1{ —1In (1 + ;L-)] et {(x)= -T?’Z
n=1 n=1

1. lustifier la convergence et calculer la somme de.la série:

> m - .

n 22

e éz R i )
), ke—2) PRYQERS
k=2 n=2

3. Montrer que 8 est développable en série entiére sur ]—1,1 définie par :

-~ 2. Démontrer que pour |ZI <2:

xk+1

k+1°

400
vxel-11[, 600 = Z(—l)"“{(k +1)
k=1
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